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Tai maintenu là classification des variations en simples et com- 
posés y. pures et mixtes , donnée par W Strauch. J'ai également 
emprunté au profond ouvrage de cet auteur , la formule pour la 
variation d'une intégrale double quand les limites de l'intégrale re- 
lative à 2^ sont elles-mêmes susceptibles de déformation. Pour l'ex- 
position elle-même des principes du calcul des variations , j'ai suivi 
une méthode particulière , qui a le triple avantage, de faire dé* 
pendre ce calcul de la formule de Taylor , d'affranchir de la consi- 
dération des infiniment petits ^ et de la convergence des séries. 

J'ai divisé ce traité en deux parties , en théorie et en applications, 
et me suis borné aux variations des Intégrales définies , parce que 
l'a plupart des problèmes utiles se rangent^ dans cette catégorie de 
fonctions. 

Mon traité ne devant être qu'élémentaire , je me suis abstenu de 
calculer les variations du second ordre, comme nécessitant des dé* 
veloppements en disproportion avec le cadre de cet ouvrage. Mon 
but est restreint, il consiste à mettre entre les mains des commen- 
çants un manuel simple et précis du calcul des variations , assez 
étendu pour qu'ils puissent comprendre les questions des cours de 
mécanique et de physique mathématique qui exigent le secours de 
ce calcul. 

La règle que j'emploie peur résoudre les questions isopérimélri- 
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2 AVANT-PROPOS. 

ques revient au fond à celle d'EuIer, mais on observera que j'y ai 
introduit une modification qui la met à l'abri des objections qu'on 
fait aux méthodes d'Euler et de Lagrange. Celle que propose M' 
Strauch est exacte; mais elle est un peu difficile à saisir, exige de 
grands détours de calcul , et convient peu , par ces raisons , à des 
commençants. 

J'ai consulté , pour la composition de ces éléments , les ouvrages 
les plus marquants, et nommément ceux d'Euler , de Lagrange , de 
Poisson, de Dirksen , d'Ohm et de Strauch , cependant ma méthode 
d'exposer les principes de ce calcul diffère essentiellement de celles 
qu'ont suivies tous les auteurs qui sont venus à ma connaissance, ce 
qui justifie le titre que j'ai adopté, savoir : Nouveaux Éléments du 
calcul des variations. 
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PREMIERE PARTIE. 



THÉORIE DU CALCUL DES VARIATIONS. 



S 1. 

DÉFINITIONS ET NOTATIONS. 

1. Quand on attribue à x un accroissement quelconque dx , non 
fonction de x, y«^fx change simplement de valeur, et ne se dé« 
forme pas. On aura alors 

y +Ay =/■(« + <*«)-=!/ +-d2/ + j^*y+ etc. ^-R«, 

R« désignant le reste de la série de Taylor. 

Dans ce cas y change par differentiation. ^y est la différence to* 
taie entre f(x + dx) et fxy et les différentielles dy , d*y , etc. , sont 
des parties de celte différence. 

Soient les deux fonctions fx^ Fx ^ en écrivant l'équation 

f{x + ^f)^Fx, 

on en déduira , pour j/, une fonction de x telle que if=s^x , ei Ton 
aura identiquement : 

Par cette équation y l'ancienne fonction fx, change de propriétés, 
se déforme , et devient une nouvelle fonction Fx. 
C'est ainsi qu'en posant 

a(a:-[-ïy)««sin x, 
donc 
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sin X — ax 

V= , 

a 

la fonction ax se changera en sin x » par Téqualion 

sin X — ax . 

a(x-\ )= sinx. 

.a 

Si donc If désigne une fonction arbitraire de oc, il est clair qu'une 
fonction primitive fx devient une nouvelle fonction quelconque Fx, 
en posant la relation 

f{x+^)=Fx. 

Fx se nomme alors la fonction déformée ^ et ^ l'élément déforma- 
teur. Soit de plus y 

D/«=Fx — /x, 

D/x se nommera la variation totale, et Ton aura, par la formule 
de Taylor : 

^ dy \ d*y , . ^ 

Posons maintenant , pour abréger : 

^,-._,, ^.j, = -^ ,., etc., 
on aura : 

Dy =*i/+ Î72 ^y + etc. + R.. 

Dans cette expression les parties ^, i^y , etc. ^ de la variation to- 
tale Dy se nomment les variations du premier , du second ^ etc. , 
ordre de la fonction primîtivey »» /^x. 

Comme tf est une fonction arbitraire de la variable indépendante 
X dans le cas où la fonction Fx est quelconque ^ il est clair que les 
variations Jy^ ^y^ etc. , seront, dans ee cas, également des fonctions 
arbitraires de x. 

Les fonctions fx et Fx se rapportant à la même valeur de x, 
on devra considérer la variable indépendante x comme constante 
dans le passage de/xàFx; Tordonnée y seule change de valeur 
dans ce passage, et devient y'-^y+Dy^Fx, Tabscisse x reste 
constante. Il suit de là , que les fonctions , c'est-à-dire les ordon- 
nées y et non les variables indépendantes, ou les abscisses , sont 
susceptibles à se déformer, ou à changer par 4)ariation. Soit , par 
exemple , 

y'=Fx 
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la nouvelle courbe AB, résultant de la déformation de la courbe 
primitive aô, ou 

y=/a:; 

On aura, pour la même abscisse, les ordonnées 



et 



\ 
ï)y^mM=9y+~9^y + eic., -fR., 




3. Etendons les considérations précédentes aux fonctions de deux 
variables. Soit 

« =- f{^> y) 

une fonction des variables indépendantes a; et y , si ly désigne une 
fonction arbitraire des variables a: et y , etF(x, y) une fonction 
quelconque de ces mêmes variables ; on pourra toujours conce- 
voir l'équation 

par laquelle la fonction primitive Zy devient, pour les mêmes va- 
leurs de X et de y^ la nouvelle fonction jz'— >F(ar,2/)* Dans le pas-* 
sage dez k z^ les variables indépendantes os et j/ restent constantes* 
En désignant par Dz la variation totale , en sorte que Ton ait 

Dz^F{x,y) — f(x,y), 
on aura^ par le théorème de Taylor : 



dz 



dz 



i 



d'z 



d*z 



i»*-t^^)+<*;)^*+T:^t<^^+2(rf^> 



dy ^^ ' ' 1 •îîS *• ^ rfx' ' ' "* dxdy 

+ (^)]v' + etc„ + R,. 

Donc , en posant , pour abréger , 

^ ,dz ^ , ,dz ^- ^ ^ d^z , -, d^z , 



d*z 

+ (^)]v,etc. , 



f .• 



on pourra écrire : 



1 



Hz^^J^ ~ c/^'z+etc.^-J-R., 
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cl 3z , 3^z, elc. , parties de Dz , seront les variations 1'% 2'*% etc., 
de z , et par conséquent des fonctions arbitraires de x et de y , re- 
gardés comme constants. De plus , la fonction arbitraire if, compo- 
sée des variables indépendantes, devra ici, comme dans le cas des 
fonctions d'une seule variable , être regardée comme constante. 
La fonction déformée aura donc pour expression : 

r + Dz = f(x,y) + Df(x,y) 

=F(ir,j/). 

Dans le cas des fonctions de trois variables indépendantes , telle 
que 

la fonction déformée résultera d'une équation de la forme 
fCy +1* y+'i* 5? + j/) — F (x, y,z) 

dans laquelle tf sera une fonction arbitraire des variables indépen- 
dantes x,yyZ, et devra être regardée comme constante , attendu 
que dans le passage de ti à %^=iF{x,yf z) les variables indépendantes 
X, y, z conservent leurs valeurs primitives. 
La variation totale Du , sera encore de la forme 

1 

Dm= J^+ -—^ **W-t-CtC.,+R»; 

et l'on aura les expressions identiques 

w + Dm =f{x,y,z) + J)f[x,y, z) 

— F{x,y,z). 

En général, quel que soit le nombre des variables indépendantes 
d'une fonction primitive u , on remarquera : 

!<" Que les variables indépendantes restent constantes pendant 
que la fonction primitive se déforme; 

2* Que l'élément déformateur tf est une fonction arbitraire des 
variables indépendantes , regardée comme constante ; 

S"" La variation totale est toujours de la forme 

1 
Dtt«J*M-f- 7-^<^w + etc., + RH, 

4® Les variations ^u, ^Uy etc. y sont des fonctions arbitraires; 
des variables indépendantes ; 
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b" La fonction déformée, sera toujours représentée par 

u + Du, 

5. Le calcul des variations a pour objet général les règles relatives 
à la déformation des fonctions. Ces règles varient selon les divers 
modes de déformation; il convient donc de définir d'iabord ceux- 
ci , et de fixer les notations qui s'y rapportent» 

Nous nommerons éléments constants les variables indépendan- 
tes , éléments variables les variables dépendantes» Nous considére- 
rons deux sortes de fonctions, savoir : 1»^ des fonctions qui ne ren- 
ferment que des variables indépendantes; 2* des fonctions compo- 
sées à la fois de variables indépendantes et dépendantes. 

Les déformations de la 1'* espèce de fonctions s'obtiennent tm- 
médiatenientj en donnant aux variables indépendanles Taecroissef- 
ment arbitraire jf . Soient ^ par exemple r 

1« y =fx, on aura : 

y + Dy^f(x + 1/) «= fx+Bfx; 
2" zz=zf(xry)f on aura : 

z + Dz=^fX'\'it,y + ^^)--^f(xry)+Df{xyy); 
ete. 

Les fonctions de la 2*^* espèce admetient deux sortes de déforma- 
tions y savoir : une déformation simple, et une déformation cooh- 
posée. 

Elle est simple lorsqu'elle s'opère médîatement par la déforma- 
tion des variables dépendantes. Soit^ par exemple : 

z = f(x,y}, 

tine fonction dans laqxielle y est la variable dépendante, et par con- 
séquent une fonction de x, telle que 

y=^<px; 

quand x devient a? + if , y deviendra y+Dy^ Cda posé, comme x 
est l'élément constant , z se changera en 

z+ï)z=f{x,y+Dy)^f{x,y) + I)f{x,y). 

Cette déformation de je: est simple, mais non immédiate , puiar 
qu'elle s'opère par le moyen de la variation de y. 

La déformation est composée lorsqu'elle est le produit d'une dou- 
ble variation , d'abord de celle qu'on obtiendrait immédiatement 
en considérant toutes ses variables comme éléments constants^ 
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puis en déformant , dans ce premier résultat , toutes les variables 
dépendantes y c'est-à-dire les éléments variables de la fonction. Soit, 
par exemple : 

ta fonction proposée , dans laquelle x est la variable indépen- 
dante y ou réiément constant , et j/f , fonction de x , la variable dé- 
pendante y ou l'élément variable. Pour obtenir la déformation com- 
posée de z, regardons d'abord a: et y comme éléments constants ; 
on obtiendra. une déformatioa simple immédiate^ (jpui sera repré- 
sentée par 

z+ Dz—f(x + if)'^f(x^) + J)f(x,y). 

Si, ensuite, on déforme de nouveau ce premier résultat , en y 
changeant y en y -f- Dy , on aura la déformée composée dont il sV 
git y et que j'indiquerai, en accentuant le D, de cette manière : 

i5 + D'z - f(x, y + Dy) + Bfix^y+Dy} 

Soit encore 

w«=f(a',y,z),. 

une fonction des variables indépendantes x, y et de la variable 
dépendante jz 9 que je suppose être une fonction de x et de y. Cela 
posé, en regardant or, y, js^ comme éléments constants , en aura la 
déformée immédiate 

u + Dti=^(x+ii,y + ^z+ ii)=f(xyy, z)+ Df(x,y,z). 

Mais la déformation simple de z étant z -{- Djz > si je veux obtenir 
la déformée composée de t£ , il faudra changer dans l'expression 
précédente z en 5r -|- Dz , et Ton aura ; 

t«t + D'M— /•(x,y,z + Dz)4-D/'(x,y,z-|-Dz> 

—/(a?, y, z) + DY (x, y, z) . 

Dans ces procédés ; on le voit, les variables indépendantes res- 
tent des éléments constants , tandis que les variables dépendantes 
sont seules les éléments variables , ou soumises a des déforma- 
tions. 

Donnons encore , pour éclaircir ces notions , quelques autres 
exemptés, 

1*" Soit la fonction 

a 

u^fvdx, 



u 
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dans laquelle on a posé , pour abréger , 

et soit X la variable indépendante, ou Félément constant , alors y^ 
Zj p, q sont les variables dépendantes , ou les fonctions de x , dont 
les déformations immédiates sont représentées par 

Z+J)Zr- 

P + Dp , 
q+Dq. 

Par le moyen de ces valeurs la fonction V^ et par suite la fonc- 
tion U, subiront des déformations simples , représentées par 

V+DV=A(x,y+Dî/, z + Dz,p+Dp, ? + Dg,) 

a 

U+DU== /"(V + DV)rfx. 

a 
f Soient^ en second lieu , 

a y 

admettons que j? et p soient des fonctions de x et de y, que y, 
ainsi que les limites y» yyi y soient des fonctions de Xj cela posé^ 
cherchons la variation composée de U. 

En regardant d'abord x et 2/ comme des éléments constants, on 
aura immédiatement 

Y+m^f{x,y, z,p) + J)f(x, y, z, p); 

mais quand y devient y + Dy, les expressions z + Dz, p-f-Dp 
deviennent z + D^jr , p-fD'p, et par suite V+DV se change- 
ra en 

V+D'V=Ax, y + Dî/, z + \yz,p^Wp) + 

D/^(a?,y+Dy,r+iyz,p + D'p). 

Par conséquent la déformation composée de U sera indiquée par 

« yt 

U + D'V^J^ dxY(V + D'V)dy. 

a yo 
Nous avons donc , en résume ; 

2 
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l"* Des déformations simples immédiates , quand la fonction n'est 
composée que de variables indépendantes ; 

2"* Des déformations simples médiates, quand la fonction ren- 
ferme des variables dépendantes ; elles s'obtiennent en déformant 
celles-ci. 

Z"* Des déformations composées , elles s'obtiennent en considé- 
rant toutes les variables de la fonction comme indépendantes y ce 
qui donnera une première déformation immédiate , puis en défor- 
mant dans celle-ci , toutes les variables dépendantes de la fonction 
proposée. 

4. Les variables indépendantes , ou les éléments constants dans 
les fonctions de la seconde espèce^ n'étant pas susceptibles de dé-* 
formation , par cela seul que ces variables ne sont pas des fonc- 
tions y il n'en est pas de même relativement à la valeur de ces varia- 
bles. En effet ^ rien n*empéchera que celles-ci ne changent par diffé- 
renliaiion, en devenant , par exemple, ap-j-dx, j^-J-c/y, etc. Nous 
nommerons déformations mixtes celles dans lesquelles les éléments 
constants changent par différentiation ; en même temps que les élé- 
ments variables subissent des déformations. 

Nous désignerons les déformations mixtes^ en donnant à la lettre 
D un indice , savoir : nous marquerons par Dx les déformations 
mixtes simples , et par D/ les déformations mixtes composées. 

l** Exemple. 
Soiiy^fity X étant la variable indépetidai^te, on aura : 

et 

z + D,y-^f(x+dx^il)=f{x+dx) + Df{x + dx); 

y + Diy est la déformation mixte simple et immédiate de y. 

â""** Exemple. 

Soit z=f{x^ y), X eiy étant les variables indépendantes ^ on 
aura : 

z+Dz^f[x + ^, y'±jf)='f(oc,y}+Df{x,y), 
et 

z+ï),z^f(x-\^dx+;f,y + dy-\-i^)=fix + dx,y-{-dy) + 

Dfix +dx,y + d2/)« f{x, y) + D, f{x,y). 

3"' Exemple^ 

Soit z = f{^iy) ; si x est Télément constant, et y une fonctian 
de X, on aura la déformation simple médiate , en écrivant 
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Si l'élément constant change de valeur et devient x + (Ix dans ce 
résultat , on aura la déformée mixte 

z+B^z =: f(x + dx, y+ Dj/)«/'(x+dar.y)-f D/'(x+rfx, y). 
Ce sera une déformée mixte simple mais non immédiate. 

4"" Exemple. 
La même fonction z a pour déformée composée l'expression 

z + D'z^ f(x, y +Dï) + D/(x, y + Vy). 

Si Télément constant x change de valeqr dans cette expression , 
et devient X -4- dx , on aura une déformée mixte composée , savoir : 

z+D,'z^f(x+dx,z + î)y)+Df(x+dx,y + Dy). 

5"* Exemple» 

a 

Soit U« /* Vdx, V=^(x,y), x 

a 
réiément constant, on aura : 

V+DV^f(x,y) + Dnx,y), 
V + D^y ^f(x^dx , y) + DAx+ rfx, y), 
donc 

M4-D.ti— r[\ + DM)dx. 

a 

S. Les déformées des diverses espèces se développent suivant la 
formule de Taylor , et en fesant usage des notations, et définitions 
relatives aux variations des divers ordres ^ on pourra leur donner^ 
comme nous verrons y les formes : 

1 

M + Dw = w + Ja -j- j— 9'u + etc. + Rn , 

1 

u + D'w ^u+yu+ r-^ «^»«i + etc. +R'n , 

1 

w+D,«=w-l-«''iW-i- 7— ;7 ^'x'w +elc. +R,u, 

1 •A 

1 

w +D/îi «M + *i 'm + -j-^ */•« + etc. + R/„. 

Si maintenant nous nommons fonction maximum toute fonction 
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u plus grande^ et fonction miniroiim toute fonetion u plus petite 
que toutes ses déformées y nous verrons plus tard que les fonctions 
primitives , telles que 

î/=syx, ou 5:=?(x,y) , etc- , («) 

propres à rendre u une fonction maximum ou minimum, doivent 
se déduire de la résolution de Tune des équations 

gUT=iO, $,U^=iOy S'u^ss^Oy 9/UBaO. (I) 

Or, la plupart des problèmes de géométrie et de mécanique, 
qu'on traite par le calcul des variations , ont pour objet de trouver 
des fonctions primitives de la forme des équations («), propres à 
rendre une fonction donnée u , qui est ordinairement une intégrale 
définie, une fonction maximum, ou minimum^ Il suit de là, que 
l'objet spécial du calcul des variations , consistera, l"" dans la forma- 
tion des variations 9u, S^u, jiti, «^l'ti, d^Uy y»a, etc., etc., 2** dans 
la résolution des équations (1). 

Nous voyons par là , que la théorie du calcul des variations se 
partage naturellement en deux sections, dont la première s'occupe 
des règles pour former les variations des diverses espèces y et la se- 
conde décolles qui se rapportent à la résolution des équations (1) 



PREMIERE SECTION. 
FORMATION DES VARIATIONS INBS DIVERS ORDRES. 

S 2. 

VARIATIONS DES FONCTIONS QUI NE CONTIENNENT QUE DES VARIABLES 

INDÉPENDANTES. 

Les fonctions que nous considérons dans ce § sont ou explicites , 
ou implicites ; occupons-nous d'abord des premières. 

(a) 

FONCTfONS EXPLICITES, 

Premier Problème. 
Ekint donnée la fonction 

y— A-, 

dans laquelle x est la variable indépendante , trouver les eariatitms 
première y seconde , etc. > ^ y > savoir : 
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^y, yy, etc. 

Solution. 
On a par définition : 

y + Dy^fix+if) 

dv \ rf«v . ^ 



soit y pour abréger , 



^-^•'•. (*) 



nous aurons 



1 

î/ + Dîf=y + *y4- _ <^»y+ etc.+Rm, (3) 

*. % ^ d'y 

Deuxième Problême. 

£/an^ donnée la fonction 

z^f{^>y)y 
dans laquelle x ety sont les variables indépendantes, trouver lesva^ 
riations de z , savoir : 

9zy ^'z, etc. 
Solution. 

On a par définition : 

5r+Dz=/'(x+if, y+H) 

j-S [ (:7- ) + 2(— — )+ (-7- )]î^'4-elc.+Rm 
{•2^^dx'^ ^ dxdy ^^ ^dy^^^ ^ * 

— z+J:z+ — 9^z + etc. +Ru , 

»» r /dz . , dz ^ ^ 

etc. 
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Rem, Soil tia=/'(x,î(,....), on aura pareillement 

1 

Quel que soit le nombre des variables indépendantes»; y, etc. 

FONCTIONS IMPLICITES, 

Troisième Problème. 
Etant donnée une fonction implicite 

de la variable indépendante x , trouver les variations première , se* 
conde y etc. ^ dey ^ savoir : 

$y, yj/y etc. 

Solution. 

Comme y est une fonction de ac , il est clair qu'en changeant x en 
«-j-y , y devient y + Dj^, on a donc : 

1 . . d*z . , ^ , d*z . -, . , rf'iz N ^ 1 
,T2t(dï.)^' + 2(_),.D, + (-)Dy.] 

-j-etc. +Rn=0 
mais on a 



1 

Dy^.9y+ j^ d^y +etc. , 



donc 



x + Dz^z^{^)^+(^±)iiy+ ^i-^ «r.j, + etc.) + 

etc.) ] + etc. + R« 
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, ^ y dz ^ . dz . ^ -, 

^ r yàz ^ , y d^Z . r,y d'Z . ^ , 

Cette équation se décompose en 



(S) 



etc. 
ces équations fourniront les valeurs de 

iy, ^yy etc. 

§ 3. 

YARIATIOINS DES FONCTIONS QUI RENFERMENT DES VARIARLES INDÉPEN- 
DANTES ET DÉPENDANTES. 

Les variables indépendantes étant les éléments constants , on ob- 
tient les fonctions déformées en déformant les variables dépendan- 
tes seules. 

Mais nous aurons à examiner successivement les cas , où Ton 
ne donne qu'une seule fonction , puis ceux où Ton donne , en ou- 
tl*e, plusieurs équations de condition entre les variables de la fonc- 
tion proposée. 

(«) 

FONCTIONS ISOLÉES, 

Les éléments variables de la fonction donnée sont ou des varia- 
bles primitives y ou des dérivées, ou des intégrales définies. 
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(•) 

Fonctions à variables primitives. 

Premier Problème. 

Etant donnée la fonction 

u=f(x,y), 

dans laquelh x est l'élément constant , et y l'élément variable y fonc- 
tion de \, trouver les variations première , seconde , etc. , de u , 
savoir : 

Solution. 
On a par définiiion i 

ti + Dtt — /(^^y+Dy) 

Mais on a : 

1 

on a donc : 

du X 

ou » en ordonnant : 

Mais on a : 

donc 

du ^ dt/ 

I r , cfw . rf'y . d*u . rfy' 



n» 
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Mais les variations prenaiére , seconde, etc.^ de u, sont les (ermes 
enif yif\ eie. , on a donc : 

. du ^ dy , du . ^ 

fda ^^ . , d'« , ^ 

etc. 

et 

f 
ti+Du=»ti4-if'(é+ ^— ^^»u+ eic, -t-B^. 

Rem. En regardant a; comme constant y et en différ entiant 

on obtient 

du^{ — )dy, d'u = { — )dr+(^)d^y,etc. 

En comparant ces différentielleç anx formules (6) , l'on voit , 
qu'on en déduira ^u, ^ti, etc., en changeant dy, d'y y etc. ^en 
^y> ^Vf etc. 

Deuxième Pi^oblême. 

Etant doimée la fonction 

u^f[x,y,z), 

dans laquelle x e$t la variabh indépendante r c'est-à-dire télément 
constant y trouver les variations 

^Uj ^u, etc., 
y et z étant des fonctiom de x. 

Solution^ 
On a par définition : 
te+Dtt=/'(x, y +dyfZ'\-Dz) 

-«+r{|;)%+(|)Dz] + 
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JL r(£î* ) Dr + 2 ( :J^ ) D// . Dz + 



Çî^)Djs»]+elc.+R-. 



On a ensuite 



1 

Dz « «^ + •-— ■ ^z +ete. , 



donc 

etc.) + ( j— ) (az« + etc.) ] + etc. + R,. 
En ordonnant on a : 
« + Dtt = « + [( ^)j"tf+ ( — ) J'z] + 

Mais 2/ et j; étant des fonctions de a?^ on a : 

dy d^y , 

^ dz ^ d^z . 

donc 
^ ^^^ dy^ dx^^dz^ dx^^~ 
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t.^^^ dif ^ dx* "^ ^ dz Ux*"^ ^ dy* ' dx* ^ ^ 



(P« ^ dy dz 



)ri 



dydz dx dx 



Les variations première, seconde , etc. , deti> étant les termes 
en 7^ }f* , etc. , ona : 

du dy Au^ dz 
dy dx 



^^ H^i ^ ^f>. ' ^ dz^ dx 



ê^u 



.du. . ^ dw . ^ 
^^dy^Tx* ^'i'^ '1'^*'^ ^<^"* 



dydz dx dx 



dy* dx* 

d^. d*z 
dy' 



dz dx' 

d'« dy «^^ 1 f u: ^ rr 1 «» 



(7) 



dy 



du 
dz 



d^u 



d^u 



(^)*'y+(E)^-^+(^::)^.^'+2(rf;d;)*tf^^ 



+(£)-■ 



etc. , etc. 



On a donc 



•i 



\ 



tt 4- Dm = M + ^ 4- 5-5 ^« 4- «"'• + ^■'- 

iîem. Si l'on différentie u=f(x, y,\), en regardant x comme 
constant^ yeXz comme des fondions de a?, on a : ^ * 



dj?' 



etc. 



En comparant ces valeurs aux expressions (7), Ton voit que Ton 
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déduira oell€6-«i des précédentes , en remplikçaDt les facteurs ^9^ 
dz, cî'y, d% etc., par ^y, ^z, i*y, J*«, elc- 

TtvôisiÉHE Problême. 
Etant donnée la fonction 

dans laquelle x ety sont les éléments constants ^ mi les variohle^ in" 
dépendantes , trouver 

^M, ^*M, etc. 
z y 01» Vêlement variable, étant une fonction de x et de y. 
Solution, 
On a par déCnilion : 

du \ 

^ u + { -) (iz •{- ^—i*z + etc.) + 

du 1 d'il cfti 

Mais z étant une fonction de x et de y on a : 

dz dz 

etc., 
donc 
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Comme les variations première et seconde, etc., de u sont les 
termes en if , j/% etc. , du développement de u-^Du, ^n a : 

etc. 
On a donc 

i 

« -f Bi^^ tt -f Jw + r-^ J«M -f etc. 4- Jl«. 
Rem. En différentiaçt w^» f{x^ y, z) , par rapport à z, on a : 



donc, on obtient les formules (8) en changeant dans celles-ci 
d en ^. 

FONCTIONS RCINJFEBMANT J)ES DÉRIVÉES. 
>PftB»»BIt iPnORLÉME. 

Etant donnée la fonûUon 

dans laquelle x est l'élément constant , trouver 

^P) ^P) etc., 
y étant wie fonction de x. 
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Solution. 
On a par définition : 

P + ^P-^ ^ 

d" (y +% + _ J«y 4-elc. + R-) 

dx^ * dx» ^ 1-2 dx» * ' ' 

mais on a : 

De plus 9 If étant une fonction arbitraire de l'élément constant x, 
on devra regarder les facteurs j/ , jj* , etc. , comme constants, ce 
qui donnera 

d»(^.,) 
d"^// _ ^ dx ^ d^+'y 

dx"» dx" dx"*+* 



'm 



dx"» dx" dx"+* 

e(c. 



On a donc : 



'^ dx" ^ dx°»+* ' 1 •a dx"-»^ 

Mais les variations première, seconde , etc. , de pj étant les 
termes en t^y i^% etc. du développement At p-^Dp ^ onsii 



^ dx'"+« dx"» ^ 

^ dx-»-*^ ^ ■" dx» ' 
etc. 



Si nous mettons , dans les premiers membres de ces équations 
à la place de p sa valeur ^^-^ , on a les relations 



s 
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doT *" d^ ' 



(9) 



etc. 
Pour w -• 1, 2, etc. , on a : 

^dy _djy dy _ rfJ*.y 

c/ac crx «a: «x* 

.rf»y d'^y d'y d'yy 

1 Rem. Les formules (9) renferment le principe relatif à ré- 
change des caractéristiques d et J", c*est un des principes les plus 
employés dans le calcul des variations. 

2 Rem. Le développement ci-dessus de p-^-Dp , en y introdui- 
sant les variations ^p, etc., pourra s'écrire aussi de cette manière : 

l 

Deuxième Problème. 
Etant donnée la fonction 

dans laquelle x est l'élément constant , et 

dy^ ^ d'y 

^^ dx ' ' dx* ' 
trouver 

9uy S'u, etc. 

en supposant que y, donc aussi p et q soient des fonctions de \ y et 
par conséquent les éléments variables. 

Solution. . 
On a par définition : 

W + Dti =» /'(x; y + Dy, p+Dp, q + Dq) 

I r / ^w . ^ , ,. du . _^ t ^ du ^ ^ , 
= « + [(^)Dî^+:(^)D/>4-(^)Dg] + 



24 Nouveaux Êlémenês 

,4-2 C ]+etc.+R. 

=« + [ ( I ) (^^ + etc.) + ( g ) ( Jp + etc. ) + 

du 

(j'H^Q + elc. > ] + etc. +R. 

= « + [ ( ^ ) ^y + ( ^ ) î»P + ( 5^ ) ^î] + etc. + Rn 

mais y, p, q étant des fonctions de oc , on a : 

dy dp ^ dq 

/j,--.,, ^P=^.., Sq^~.„ 

donc 
On a done 



(10) 



^dy^ "^^ dp ' dx^ ^dq ^ dx' 
du . du . dfu . , du . d'^u 

Rem. En différentrant u = /"(x^ î^, z^ p, g), ar étant constant, 
on a : 

donc en changeant d en ^, on convertit la différentieiie en sa va- 
riation 9u. 

1*' Exemple. 



y î ^- »^ > » « -^ 



Soient V— i^ î+p^>p=»j-,on aura r 
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dp K iH-p' ^^ 1^ 1+P" ^* 

2"* Exemple. 



dy dz 



Soient V =- |/ l+p'+î* > P = t^* ?==t- r on aura : 

ax dx 

dV, dV 

p ^ d^ 7 dJjy 

~|/ i^p«4.,« dx 1/ 1 +p«+9» <** 

Troisiâme Problème. 
E^anf donnée la fonction 

dans laquelle x et y soni les éléments constants ^ trouver 9u ; 
on donne 

,dz dt 

et Zy p^ q sont regafdés comme des fonctions de x et de y. 

Solution^ 
On a par définition r 
ti 4 Du «/"(x, y , z+Dz,p+Dp; g + Dg> 

-«+[(g.)Dz+(|)Dp+(|)Dg]+etc.+R. 
= « + [( J-) ('« + elc.> + ( ~ ) (*p4-ctc.) + 

( T- ) (^?-f-etc. ) ] -{- elc. + Ru 

= ** + [(5j)^^+(-^)^P+(^)^?] + elc.+R.. 
Mais z, Pi g étant des fonctions de x et de y, on a 
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donc : 



"-nl.+il.,!. 



.+D._.+[((:i)(|)+(0)(|)+(^)(2)i+ 

-h etc. + R. ; 

mais les variations première , seconde , etc.; de u sont les termes 
en If , y% etc.; du développement de u^^Du, on a donc 

r i .du dz du dp. . du dq . j , 
/ , du ^ .dz . , ,du. . dp . , dw ^ , dq . i. 

(/m du cFu 

du . . . dw . . d^ . , dw . dz . 

Rem. En différentianl w =*AX; y; ^> P? î)^ x et y étant regar- 
dés comme constants ^ on a ; 

donc en changeant d en ^, on obtiendra ^u. 

Exemple. 

•—— : . dz ^ dz . 

SoientV=K 14-/)'-hg% p«(~), 5r = (~),ona: 
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... ,dV . . , dV-, 
*V-(-).p+(^).? 



' •^(^)+( .. ■ V -^(^) 



\^ dx ''^ \^ dq ^' 

(3) 
Fonctions qui renferment des Intégrales définies. 

Premier Problême. 
Etant donnée la fonction 



u= I Vda;, 



a 



dans laquelle x est l'élément constant, V étant une fonction de x, y, 
etc., trouver 

9u , $*u y etc. ; 

y , etc., sont regardés comme des fonctions de x. 

Solution, 

On a par définition : 

a 

u + Du^f(V+ l)V]dx. 

a 
Or , V est évidemment une fonction de x , telle que V«» /x , 
on a donc 

et par suite 

on a donc aussi : 
a 
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Mais y étant ur>e fonction arbitraire de réiétnent constant x^ l'ex- 
pression ci-dessus devient : 

a a a 

+ etc. + R'«. 

Or, les variatrons première, seconde , etc. , de4<, étant les ter- 
mes en ij^ yj^y etc. , du développement de« -j~ Dt«, il vient : 



a a 



/dv rd\ r 

a a ri 



a 



(4 4 



a a a 

elc 
on a donc 

tt+Dti«w +*ti4- j-T? ^^« + «10. +R',. 

l'*jRem. Si dans les premiers membres des équations (11) on rem- 
place u par Tinlégrale définie , on obtient les relations suivantes : 



fWdx^f^Vdx, 



a 

a a 



^*fy4x^ r s^ydx, 



a a 

etc., 

qui renferment la règle relative à réchange des notations ^ ei J*; 
c'est une de celles qu'on emploie le plus souvent dans le calcul deâ 
variations. 

2* Rem. Si V était une fonction de x et de y, et d'autres variables 
dépendantes de iîelles-vci^ on trouverait , en raisonnant comme cL 
dessus : 

V + DV=V+^V+eic. 
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elc. 
Donc , si Ton donne 

a fi 

u^ J J Vrfjcc/y, 
a 6 

on aura 

a fi 

u^Huz^ J J (V+DV)tLrdy 
a h 

a fi 



dx dy 

a 



d*où: 



a fi 

/P dV dV 

q b 

a fi 

/r dV dV 

Ot b 

a fi 
^«^ r Ç iV^dxdy. 
a b 
Mettons pour u sa valeur , il vient 

a fi a fi 

S f r ydxdy^ r fiV-dgcdy, 
a b a b 

ce qui est le principe d'inversion ci-dessus , oppliqué aux intégrales 
doubles. 

5* Rem. Il est évident que les déductions ci-tdessus sMtendent fa- 
cilement aux intégrales naultiples à limites constantes. 
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{^ Exemple, 
Soient V« K l+p« + ç«, ^'^fx' "^ ^ dx ' ^* 



u^ f\dx, 



a 
on aura : 

^«=^ r \dx 



a 
f i\dx 



a 
a 



/t^-t+f si--- 



a 
2"' Exemple. 
Soient V» Ki+p^+ç», p«(|), ^«(g), 

u^ 1 I Vdx dy , 

a 6 
on aura : 

A fi 

^u^^ r fydxdy 
a à 

a fi 



r f iV^dxdy 



a b 

et fi 

a b 
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Deuxième Problême. 
Etant donnée la fonction 

dans laquelle x est l'élément constant , si Ton donne 

a ce 

p-^ fydx, q ^ f Wdx , 

a a 

y, V, W étant regardés comme des fonctions de \ , on demande de 
trouver ^«i. 

Solution. 
En raisonnanl comme dans le problème précédent , on trouve 
aisément 

ti+.Du«/'(a?, y+Dy, p + Dp, g+Dg), 

et par suite 



-^ ^ a « 

a o, 

i 

(&) 

FONCTIONS SIMULTANÉES, 

Problème. 
Etant donnée la fonction 

dans laquelle les variables x, y, z doivent satisfaire à Véquation de 

condition 

f (x, y, :^) « , (2 
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trouver *n ; x est regardé comme Nlément constant ^ y et z sont 
des fonctions de x. 

Solution. 

Première Méthode. 
Les équations 1) et 2) donnent: 

,du. , / <*ti 

En éliminant ^y , on trouve : 

^ , Al . , d^ ^ .du ..d^ dp 

Deuxième Méthode. 

Il est souvent avantageux d'éliminer par la méthode des multi- 
plicateurs. A cet effet , multiplions Féquation (2 par un facteur A , 
regardé com me constant , alors les deux équations proposées pour- 
ront être remplacées par Téquation unique 

et Ton en déduira : 

Pour éliminer maintenant sy , il suffira de supposer à Tindéter- 
minée A une valeur telle ^ que Ton ait : 

du . .do . 

En substituant cette valeur dans Téquation restante 

du ^ , ,df^ 

on trouvera le même résultat que ci-dessus. 

Cette méthode, adoptée par Lagrange/et qui s^applique à un 
nombre quelconque d'équations simultanées ; n*est au fond , que 
la méthode d'élimination de Bézout. 
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Exemple. 

y (/w dz 

• (oc, y, z)=0, on anrn : 

u dx u dx (iy dz 

Les deux premiers termes du secoml membre de cette formule 

peuvent se mettre sous une forme telle, que les différentielles 

d^v d z 

-^ ^ — disparaissent , et que les résultais ne laissent plus sub- 

OX uX 

sisler que les variations ^y, ^z. En effet , on a : 

^u P dhf u ^ 

dx II dx dx 

}^L— = t.^+-^^z. 

dx u dx dx 

on tire de celles-ci : 

P djy ^ îi. .,, 

— • —— = — , ^y y 

u dx dx ax 

q 



8Z. 



q diz . u ' u 



u dx dx dx 

En substituant ces résultats dans l'expression ci-dessus de *ti, on 
trouve , en ordonnant : 

Eliminons Jz ; pour cela posons 
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ou 






il vient : 



^ _ + 2_^ ,y. 

Le facteur Sis , subsistant dans le premier terme de ce résultat , 
doit être éliminé directement par Temploi de Téquation ^ (x, y, z) 
—O ,qui donne : 



d*où: 



<!>'''+( I)"-»' 



*--c|) = (ê'- 



On a donc finalement : 

— • ( — — ) *^ * • ( — ) 

dx du dx dz 



^ dz ^ 
Rem. Si Ton fesait 

on trouverait 
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dy 

u n udœ ds 

dz 
q dx dz dz 

u H udx ds ' 

et Texpression ci-dessus se changerait en : 

[ d( — ) rfr^) 

'h à \ ^dy y dz ^ ) } ds ' y ^ds^ 

dxl^ds z ds ^ ^ ) \ dx z dx ' ^ ^ ^ 

Soit maintenant 

a 




tt'« Ç dxV \ +p«-j.g«, 



a 
on aura : 

a 
^u' ^B» I ^u • dx. 
a 

En substituant ici la valeur de Su , que donne la formule [0) , 
on aura , dans les conditions de cette formule: 
ce a 



r ^u^dxr=i r $ y i+p* + q'^^dx 



a a 



^ds z ds \ \ ^ ds z ds ^o "^ 




Les S précédents renferment les règles pour former les varia- 
tions simples , nous allons donner celles qui se rapportent aux va- 
riations composées. 
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§ i- 

FORMATION DES VARIATIONS COMPOSÉES. 

Nons examinerons consécutivement les cas des fonctions à varia* 
bics primitives , de celles qui renferment des dérivées , et enfin 
les fonctions dans lesquelles entrent des intégrales définies. 

(1) 

FONCTIONS A VARIABLES PRIMITIVES. 

Premier Problême. 
Etant donnée la fonction 

dans laquelle x est l'élément constant , et y une fonction de x ^ trou * 
ver les variations composées du premier , second , etc. , ordre de z ' 
savoir : 

S'z, è'^z, etc. 
Solution, 

On a par définition : 

7. + Uz^f{x, y + liy) + lif{x, y +liy). 
Mais , par les § précédents , on a généralement : 

on a donc : 

- + D'^ « fO^, y + !>!/) + ^/(x, !/ + Dy )+ f^Tj ^n^y y 

4- Dy) + etc. + Rii. 

Si nous développons la fonction f[Xy y -j- Hy) par la formule de 
Taylor, il vient : 

z+D'.-.+(-|)Dj,+ i^ ( ^ )W + etc. + 

dz 1 

-h etc. ] + etc. + Rn. 
Mais on a aussi : 



du calcul des variations. 37 

1 

D2/-*r2/+— ^-y + elc; 

donc 

. 4- D'z =z+ ( |)(*î,+ -L ^y+eic.)+ jf, ( ^ ) ( *y 



(fz 1 

+ 3[z + (_)(^?/ + elc.)+elc.]+— *^(z 

+ etc. ) + elc. + Rm 
dz 

jl [d.z+2.(| ).y +( |)^«y+( g Kr ] + etc. + R. 

Mais on a ! 

dz . 
d(— ) 

etc. , 
donc 

djs 
^ r/d'2, « '^^dw dv . dr^d«« . 

— r ( — \ _t- 2 ^ • — 4-( — ^ — ^ 4- 

l-2'-'^dx»'^ dx dx^Ui/^dx' ^ 

Or, on a : 

dz dz dr dt/ 

dx°^^dx^"'"^dj/''dx' 

£l' = r^l4.2f £L\^ ^(^^^Jl jLltl]^ 
dx* ^ dx* '"^^ dydx ^ dx'^^dy^ dx* ^ ^ ay* ' dx* ' 

etc. 
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Donc 

z-hD'z = z+ _.^ + .-->^^». +etc. + R.. 

Mais les variaiioos composées première» seconde , etc. , sont les 
termes en jf, j/', etc., du développement de z-^-iyz , on a donc : 

dz 
ax 

rf^z dz d*z 

etc. 
On a donc finalement aussi 

z+D'z«z+ J'z + -— S'*z + etc. + R'n, 

1 •À 

Deuxième Problème. 

Etant donnée la fonction 

^ — /■(«! Vf «) > 
dam laquelle z est une fonction dex et de y ^ et y une fonction de 
l'élément constant x, trouver la variation composée première de u f 
savoir Vu* 

On a d*abord, en regardant x et j/ comme constants , et en sup- 
posant z ==9(x, y) : 

z4-Dz« f{x,y) + DF(z,2/). 

Donc, quand y devient y+Hy^ dans cette expression , ;s de- 
viendra z + Wz y et par conséquent la déformation composée de u 
sera exprimée par 
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Mais comme on a , par les § précédents , 

r+Dr=r+*r+etc., 

on Qura : 

ii+D'u«/-(x, y+Dy, z+li'z)+if(x, y+Dy, z+D'js)+elc.+R«- 

Développons la (onction f(pBf y+Dy, jk+D'x) par la formule de 
Taylor , il vient : 

u+jyu^u+{ ^)J)y + ( -j )ïyz+ etc. + j [tt + etc. ] 



Mais on a ; 



+ etc. + R., 



1 

Dy — Jy + — *^y4-erc. 

1 

D'z — J'z + — - ^'«^4- etc. ; 

donc 

u+ D'u« u 4- (^)(*y+etcO + (^ ) (,'z + etc. ) 

+ i^M -f- ^^e. 4- R. 

-« + [(^)*y+{^)*'z+^u]+etc.+R.; 

d'où Ton conclut , comme dans le problème précédent : 

Si Ton veut exprimer 3'ti en fonction de 9u, ^y, ^z^ il faudra 
substituer dans la formule précédente à la place de s^z sa valeur 
que donne le problème précédent , et alors on a : 

,du^ ..-xdfiv , .du.dz^^ 

Désignons la dérivée partielle 4^ u p^r rapport à y et z , z étant 
fonction de y , par 
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on aura finalement 

^'u^^u-{^( ^^)iz+l^^]iy. (12) 

Troisième Problème. 

Etant données les deux fonctions 

^=?(^> y)f c=rf (x, y), 

*î l'on suppose z«»c, et que la déformée composée z+D'z coïncide 
avec la déformée simple c-{-Dc , trouver ^z en fonction de ^c, et 
par suite gi en fonction de $y. 

Solution. 
On a par hypothèse : 

z+D'z = c+Dc, jj=sc, donc 
D'z=Dc; 



donc : 



Mais on a 



donc 



d'où 



i 1 

«r'z+— 3''«z+elc.=^c + -_j«c+eic. 



^'^-^^ + (^)^y (120 

de . 



^ . dz . dz dy de 






ou 



i'z « ^c. (13) 

On a ensuite : 



k 



m^^ 
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^ . , dz . de de dy de 

^ dy dx dy dx dy 



doDe 



d*6Ù t 



, dz , de 



P"^ -^3»> 



{2> 

Fdnc/îbn^ gtit renferment dès dérivées.. 

Premier Problêhs. 

Etant donnée la fonction 

d^z 
doi^ 

dans laquelle t est une fonction de \ et dey ^ et y une-»^ fonction dé 
télément constant x , trouver les variations composées première ,. se- 
conde ,.. etc. y de p y savoir 

^P) *^^Pf ^Ci^ 

Solution. 
On a d'abord : 

p+IKp _ , 

r 

é^z , d^i'jr , 1 d"^'*z , 

sa: , •+- » ■ + — ' + etc. 

dx"" ^ dac» ^ 1*2 dx" ^ 
Mais on a 

.. dz ^,. d^z 

^"^ dx ^' ^ dx^^ '^^^'' 

de plus ij est une fonction arbitraire de réiément constant x ^ et par 
conséquent constant , on a donc : 

^, d^z . d"+'i5 , f d-^-ï^'z 

d'où : 

6 



rÉÊm^ 



'. .jJ'L-s.,' 



.\.j. _ V. 
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*"/). 



cr+*z d"/"z 



dx'»+* ^ dx- ' 
etc. 

Item. Mettons dans les premiers membres de ces derniers pour 
p sa valeur , il viendra : 



if 



if^ 



m 



dx"* dx 
d"z d^^z 



dx" dx"» 
etc. 
L*on voit par ces résultats que le principe de réchange des carac- 
téristiques ^ et d subsiste aussi entre i' et d. 

Deuxième Problême. 

Etant donnée la fonction 

dans laquelle z, p, q sont des fonctions de x et de y, et y une fonction 
de télément constant x , trouver ^' V, sachant que Von a 

dz dz 

Solution. 
On a par définition : 

V + iyV«/(x, y + Dy, z + D'z, p +D'p, ç+D'y)+ 
WC^, y +Dy, z + D'z, p + D'p, g + D'g). 
Donc y à cause de la formule 

/•+D/^-/^+^/-+etc., 
on a : 

dV dV rfV 

V + D'V-V + (^^)Dy+(-)D'.4-(-^)D'p + 

dV 
( ^- ) D'g + * [ V + etc. ] + etc. 
dq 

(^)"g+'V] + etc. 
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Donc enfin : 

(3) 
Fonctions qui renferment des Intégrales définies. 

Premier Problème. 
Etant donnée l'expression 

y' 

u^fYdy, 

y- 

dans laquelle V est une fonction de x et de y, et y une fonction de 
Vêlement constant x» en supposant que yo et y^ soient aussi des 
fonctions de x, qui se déforment en même temps que y , on demande 
de trouver les variations composées i'u, ^''m, etc. 

Solution. 
On a d'abord : 

u+Bu^'^f (Y + D'V)dî/. 

y. Vi Vi 

^f ydy + f ^'\dy\ — f i'^Vdy+ elc+R,. 

y. yo yo 

Mais on a : 

de plus, VI étant fonction de réiément constant x^ doit être regardé 
comme constant , on a donc : 

y« y. y. 

y» y- y, 

d'où : 



iie Nouveaux Eléments 

y* y. 



/y. 



y. 

etc. 



\ '* Rem. Remplaçons u par sa valeur , on a : 

f'fVdyfi'ydy, 



^y Vdy-.y «'«Vdy , 



Vo y* 

etc. 

Donc , le principe pour l'échange des notations i et f subsiste 
pour / et /. 

2* Rem. Si l'on veut exprimer 4'« en fonction de 'V, on devra 
recourir à la relation 

dV 
^V-.'V + C^ )*y, 

de laquelle on déduit : 

/ *ydy - /'Vdy + fi ^)dy,ty. 

Comme fy est une fonetion arbitraire de Téléinenl constant x » 
il est clair que cette quantité doit être regardée comme un facteur 
constant dans l'intégration par rapport à j^^ on a donc 

/ ( ^)dy'*y-'yf{ ^ )ày = '!/-v, 

et par suite 
On a donc enfin ; 
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Dans les § précédents se trouvent exposés les principes les plus 
essentiels pour la formation des variations pures , nous allons pré- 
sentement passer aux variations mixtes. 

S ^ 

FORMATION DES VARIATIONS UrXTES. 

(i) 

Fonttions composées de variables primitives. 

P REMISA Problème. 
Etant donnée la fonction 

dans laquelle x est la variable indépendante , trouver les variations 
mixtes premières^ secondes , etc., dey, savoir 

^i!/>Vy, etc. 
Solution. 

Soient i^, = j/-|-(to, Vi* «= (y + <ïaî)** etc.; cela posé, nous 
nommerons variations mixtes du premier > second^ efc., ordre, 
les termes en jyi , ifi'» etc., du développement de la déformée 
mixte. 

Or, on a : 

y+D»y —f{x + (fc) +D/'(a; + dx) ^f{x + dx+if)=f{x +yi). 
Si donc on développe la fonction 

on obtient : 

dv 1 d^v . . «. 

y+D.y - y+ £ H,+ j:-^ -£ *.• + cic. + R- 

On a donc 
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-'y+% dx; (16) 






dx* ^^^ ^ (/a?« ^ ^ dx« ^^ dx* 

= ,.y+2^gdx + gdx«. (17) 

efc. 

Par là , la formule ci-dessus , peut s'écrire : 

1 

y+D,2/«y +*,y+ — *.»y + etc. + R«. 

Deuxiémb Problême. 
ftonf données les fonctions 

y^fpc, 6= tx, 
en supposant 

y=b, 

y -|-D,y->ê(3c + dx), 

exprimer i.y^ ^i*y, etc. , en /bwcfton de dx, dx% etc. , et ^y en 
fonction de dx. 

Solution. 

On a par hypothèse : 

y + D,2/«- f (x-f-dx), 
donc aussi : 

yMÈ.(L 4.{)clx4- ——.{ — 4-iVda;» + etc. « 

*+di'^+ râ-dz ''*+*'*'• 



ou : 
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Comme on a y » 6, on aura^ en divisant par dx , puis en fe^ 
sant dx » : 



on aura de même 



dx dx dx * 



dx^ ^ dx^ ^ dx* 



etc. 
On conclut de là : 

du . ^ . db ^ db 

dx ^ ^ dx ^ dx 

d'V . X d'6 . d*b . 

dx^ ^^ ' ^ dx» dx» 

!«' Bew. Comme on a : 
la première des formules (18) donnera : 



(18) 



d'où : 



. % , db ^ 
iV + -7-ax == T-dx , 
^ ^ dx dx 



,,=(l-i,^. (,„ 



2« Bew. En géométrie, j/^a^x est une ligne oô , et 6=»Çx une 
ligne cd) soient OP=x, aP = y = i5; quand a6 se déforme, et 
devient dU , alors y devient 

PN = î)(x+i/). 

Si dans cette courbe a'6', x devient x4"PQ"»î»+rf^» on ob- 
tient la déformée mixte 

M'Q =? (x+dx + ï?)«=y + D,y. 
Mais si dans la courbe cd> oub">^x, dans laquelle on a 6=a 
aP =« j^, on change x, ou OP , en x + PQ == x + dx , on obtient 

M'Q = t(x + dx), 
ou a donc 

!/+D.y «Ç(x4-dx). 
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Troisième Problème. 

Eitmt donnée la fonction 

u «/(x, y) , 

dans laquelk x et y sont les variables indépendantes^ trouver 

^iUj ^.•m, etc. 
Solution^ 

On a : 
u 4 DxW «/"(x+rfa:, y+dy) + D/'(a? + dx, y+dy} 

« /"(x + dx, y+ dy) + 3^/*(x + dx, y + dy)+ efe 
Développons la fonction /'(x + dx^y-j^dj/X noua aurons l 

u + D..w=»u+(-^ ) dx4-(-îi ) dy + etc. + - ' 

* [w+elc. ] + etc. 
Donc , en ordonnant ^ on a : 

K +Dxti = u4-[(— )dx+ (-7- )^î/+*^]+ ^^^* 

wx ^y 

Mais on a : 

du du 



On a donc : 






Si nous posons > pour abréger , 

i/ + dx«Vi, v+dy— ^^^ 

nous aurons également : 
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-'+t( §>'■+' !)'•'+ 

Or , les variations mixtes du premier^ du secoad ^ ^.^^ ordre des 
fonctions de deux variables , sont respectivement les termes du pre- 
mier f du second y etc. ^ ordre en ifi et ijr/ y» oc^ a dbne r 

etcv 

Done: 

f 

Quatrième P^oelAme. 
£/(i7i/ donnée la fonction 

dans laquelle y est une fonction de l'élément constant x y trouver 
la variation mixte composée ^/t«» 

Solution. 
Si dans la déformée composée 

on change x en « + cTx , et par conséquent jf + Dtf en y + D,y r o» 
obtient la déformée composée mixte y savoir r 

M + Wu^fix-^-dx. tr+ D.y) + D/(a^+cfx, y+D.y) 

^f(x+dx,y+D,y)+^fix+dx,tf+Dty) + etc. 

- w + ( ? ) rf^ + ( ~)D,y+etc.+*[u+etc.]4-etc. 
* ^ dx ' ay 
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Mais on a 

D,y = ^^y + j^ cT.'y 4- elc. ; 
donc 

«+D/«»tt+(g)rfx+(^)[^.y+etc.]+etc. + J[« 

_ . + etc. J 4- etc. 

l!<n ordonnant on a : 

Mais on a trouvé : 
don& 

-=« + [*'«+ -d«] +etfr. 

I r ^t^ , du 

= « + ^ (»+ àx) -f etc. 






Donc 



^/tl»-;- ly 



du 

dx '" 



^'u + — (fo 

dx 



'*«+(x;)<y+eif«. (20) 
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Cinquième Problême. 
Etant donnée la fonction 

dans laquelle z est une fonction de \ et de y, et y une fonction de 
l'élément constant x^ trouver la variation ^tU, 

Solution. 
On a : 

u + D/M «/-(x + dx, y +D.y, z+ D.'z)+D/(x+cfaî, y + 

En développant par la formule 

/•+!>/•=/•+ */'+etc., 
on a : 

^ { t« + etc. ] + etc. , 
. , du , ^ . , du ^ - ^ _ - 

du 
^dz )[^''^ + «*<'- ] + '« + etc. 

Mettons pour ',y et ^/z leurs valeurs ^ nous aurons ; 

dz 

{^y)dy] + 'u\ +etc. 
En ordonnant par rapport à Sy et ^z, on a : 
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du 1 



dz 
Mais on a : 

dz dz 

donc l'expression précédente devient : 

u+D:u =v+ j du+[^]iy+(^)<^z+iu I +etc. 

=K ti -f [ ^'w + dw ] + etc. 
du du 

« ti + j- ( if-{-da) -f- elc. 



- w + ^ Vi + etc. 



Donc 



•r/M « :r v« 

= *'ii + du 

= dw+^w + (-^ )*^ + [ j ]'y. (21) 

On a donc aussi : 

1 
u+ D/w=w + J^/w + -— - J/«w + etc. 
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(2) 
Fondions qui renferment des dérivées. 

Premier Problème. 
Etant donnée la fonction 

d^y 
d^ 

de X et de y ^ dans laquelle x est rélement constant , trouver 

^iPf ^i^P> elc. 
Solution. 

On a : 

dx^ 



^"(y+^.y+~ Vy+etc.) 



dx"^ 
dx"" "*" dx« "** 1.2 dx"' '*"^^^* 

dx" "^ dx"* "^1.2 "~diiiî ''■^^^* 

Comme if est constant^ aussi bien que dx, on devra regarder 
Vt == y H-dac comme constant , et alors on a : 

Donc : 

dx" dx"' 

d« -^ 

^, dx' rf»<^,'V 

J*,«p= ■- . î/,« =, — _2L etc. 

'^ dx"» dx"> 
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on a donc aussi : 

j 

1 •M 

Rem. En substituant dans les formules ci-dessus pour p sa va- 
leur 9 on a : 



J. 


dx° 


« 


doi^ ' 


*." 




« 


d'^è^y 
dx"» ' 



etc. 

Deuxième Problème. 
£/anf donnée la fonction 

dans laquelle on a p ■= -p-, trouver ^^V; y wr une fonction , 
amw CMC p, de Vêlement constant x. 
Solution. 
On a : 

Hem* Soient encore 

on aura : 

^,V - ^V + dV 

^dV + (-)^, + (-)*z + (^)5/ + 

dV ^ 
dg d« * 
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(3) 
Fonctions qui renferment des intégrales demies. 

PRaBLÉME. 

Etant donnée la fonction 



w= /*Vda:> 



a 

X étant Vêlement constant , trouver i^^u. 
Solution^ 
On a: 



a 



u + D.u^y* (V+D,V) dx 
a 

""/ Vd«+ / S.Vdx + ^f ,..vrf^ + etc. 

^ a 

Donc : 

a ce 

a a 

a a 

etc. 
Donc : 

« a 

^.J^\dx=.J^^,ydx, 



a 
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a a 

a a 

etc. 

!•' Exemple. 

Soient m' = J Vdx, V=/'(x, y, p) , P «= ^ ; î/ et p sont 
des fonctions de Félément constant x , on a : 



^fdYdx+fiVdx 
-Vdx + /* 



eVdx. 



Gela posé, fesons 



t«= f Vdx r 

a 
on aura : 

a 



a 






dy rfp dx 

a 



Soit V -= *^ 1 + p* I oo aura : 



a 



,u«(V/ l+pO/d«- (»^l+P^)ada+/^.^-dx. 

a 

2"' Exemple. 
Soient V=/(x, y, 2,p, ç) , p = ^ , ç- ^ , x ^élément 
constant , on a : 
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a 



/r/V dV 



dy 
a 

Si l'on pose y = y i +p* + 9*, on a : 



DEUXIÈME SECTION. 
RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS. 
Jtl = 0, ^,M = 0, *'W«:0, J^/W«0. (o) 

La résolution des équations 3u «s 0, S^u^^^O, etc., comprend 
trois parties, savoir : l"" la transformation des variations 9u^ etc. , 
en d'autres sans lesquelles les dmvé^^ des variations ^j/, 9z, etc., 
aient disparu sous les intégrales définies dont se compose la fonc- 
tion «. S"" la décomposition des équations ^u » » etc. ^ en plusieurs 
autres réelleiiienl distinctes ; 3"* la détermination définitive de tou- 
tes les inconnues du problème. 

s «. 

TRANSFORMATION DES ÉQUATIONSF. (a) 

Il suffira que nous donnions les règles pour la transformation de 
iu , quand u renferme des intégrales définies , car les variations 
composées et mixtes de u s'expriment en fonction de la variation 
simple ^u. Donnons d'abord les formules qui servent à la transfor- 
ination dont il s'agit. Ces formules sont de deux espèces, les unes 
se rapportent à la transformation des intégrales simples et multi- 
ples à limites constantes, elles reposent sur Fintégralion par par- 
ties» les autres se rapportent à la transformation des intégrales 
multiples à limites variables , nous ne donnerons qu*une seule for- 
mule de cette espèce , savoir : celle qui se rapporte à la transfor-' 
mation d'une intégrale double à limites variables» 

Les formules de la première espèce auxquelles nous aurons re- 
cours, sont les suivantes : 

8 
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\ 



a 



« i )(A) 

6 a 6 6 a 

Quant à la formule de la seconde espèce ^ soient y» * ^i des fonc« 
tions de x , telles que 

il est clair que la première des intégrations de l'expressioo 

a yo 

devra s'effectuer par rapport i y, car Tinversion dans Tordre des 
intégrations n'est pas permise ici , cela étant , je dis que Ton a : 

« ^iX \l^,a ip,a 

a j/'o^f vpotf i//Qa 



a 



/'«-UV-lw-lV.!],^! (B) 
a 

£^911. Si B«^ représente une fonction de x et de y , les notations 



«»!/ ^ «,y, 



XsdUL 



représentent ce que devient celte fonction, quand on y change x en 
a. De même , 



««.i» ''^ t«^4. 
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indiquent ce que devient la môme fonction , lorsqu'on remplace 
y par p. 

Démonstration de la formule (B). 
Soit u^fydy:=sif(x, y), on a : 

du du V , / <^w V dy 
dx dx ^ dy dx' 

Mais 

^-^>=y ^d^^^y^ W^"^^ 
donc 

dj\dy r , dW . , , „ dy 



/(^^'^y+y 



dx J ^ dx dx' 

On a donc aussi : 

^'* il; a: 

dx y ^ dx ^ ^^^ V rfo? J^,J dx V^.^ 

De cette équation on tire : 

dx ^ ^~ dx * dx ^^^^} * ^ 1.,^^^ 

;//oX 

On a donc aussi : 




=/<.« ^clK 



^ ^ ^^«,*^ ' ' 



et par conséquent 
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« l/iiX 4f|X IptX 

a i/^x ;^o3^ ;^,x 



/ 






Mais dans Fintégration relative à jf , la variable x doit être regar- 
dée comme constante , on peutdonc.^ avant d'effectuer cette inté- 
gration , changer x en te et en a ^ alors l'expression précédente 
devient : 

« ^,x V'i* '4^ia 

a H"^ ^^ xfMfi 



/ 






mus allons maintenant nous occuper plus spécialement de la 
transformation des intégrales simples , et doubles à limites constan- 
tes et variables. 

Transformation da intégrales simples. 

Le but de cette transformation consiste à faire disparaître les dé- 
rivées des variations sous le signe d'intégration, de manière à ne 
laisser subsister sous ce signe que des variations primitives^ telles 
que iy, ^z, etc. Si, par exemple^ il s'agissait de l'intégrale 



/v-^*^. 



a 



contenant sous le signe d'intégration la dérivée m* ât ty ^ la 



du xialcul des variations. 61 

transformation dont il s'agit , consistera à faire dépendre cette in- 
tégrale d'une autre de la forme 

I Vf^iy^dXf 

a 

ne renfermant plus que la variation primitive Sy^ et aucune déri- 
vée de cette quantité. On y parviendra toujours par Temploi des 
formules (A), comme nous allons le faire voir dans quelques cas 
spéciaux. 

Premier Problème. 

Transformer Vintégrale 

a 

C , dV .dSy ^ 

a 
Solution. Soit 

on aura , par la première des formules (A) : 






%^'^-f- 



et par conséquent la seconde de ces mêmes formules nous donnera 
la transformée demandée » savoir : 

et 

a 
Rem. Si Ton pose V«l^ 1 +/>* , /)= j^ , ona: 



t. ■* 
> ■» j 
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Deuxième Problème, 
Transformer l'intégrale 



da^ J ^ dx 

a 



Solution. 



Soit 



d9y 



U«-/V..(^). 



on aura par la première des formules (A) , en l'employant deux 
fois : 

Donc , en appliquant la seconde des formules (A) , on trouve : 



/ 



^ dx ^ 

' ^ydx 



dx 



Troisième Problème. 



Soient V - /"(x, y, z, p, î), P--^, q »- ^ , 



transformer l'intégrale 

a 



iu^ rJVdx, 



». • 



X étfht f élément constant. 
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Salution, 

Soit «Tw' = / SVdx , on a : 

^dq ^ dx ^ 

r dV d^z 
J^d^^^^''' 

Mais on a : 



-(?) 



^-Tq^dr^^-^d^^''-J —d~"^^' 



donc : 



0( -7— ) d( • ) 

dp \ .. dV ^ ds \ , 

On a donc par la seconde des formules (A) : 

}' df^^ d(^\ 

a 
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Rem. Soil V = K l+/>* + 9V donc ( _ ) — ^ 

h formule précédente devient : 



^ V -* 



j>Z 1 dXr. 



dx 
(2) 

Intégrales double» à limites constantes. 

Problème. 
Transformer ^intégrale 

^ f f ^ydxdy 



a b 



dans laquelle on a 

X et y étant les éléments constants. 

Solution. 
Gomme on a : 

H vient i 
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a fi 

C r . . r,dW ^ . ,dV ^diz, , 

a 6. 

Comme les lîmities sont conslantes^; on pourra intervenir l'ordre 
des intégrations,, et écrire : 

. « /5 a 

/P dV C C dV d^z 

J iH-^)dxdy+J dyj (_.)(_)dx + 

Or h b a 

a 

Mais on a ,. par les règles pour la transformation des intégrales 
simples ^ les expressions : 



a 



/ 






i3 



dx 
a 



dV . , d^z , . , , dV . . , . . dV 



r ,d\ . . d^z . , dV , , ^ r / «^^ X i 



»,/9 »? aï 6 

^jr dj/. 




••■■ii"— »*-"n" 



dy 



En substituant ces valeurs dans la formule ci-dessus , on trouve^ 

en ordonnant : 

9 
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a (3 
tu SI /^ r *ydxdy 
a b 

fi 



^ * »P y»« »P y,a' 



« 



a 6 
JReni. Si nous fesons dans cette formule 



on aura : 



^dz^ '^dp^ V '^dg' V ^'■ 

donc : 

%s= /"[P *r — P & ]%+/[Q *« •— 

"i y.» y.* y.« y.« *i ««A «.A 

a 

Soient encore r-( -J , « = ( ^), «-l^"^). 
on trouve sans peine 
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§ 3. 
Intégrales doubles à limites variables* 

Problême. 
Transformer la variation composée 

,S'u^ f r i'Sdxdy ^ 
a y. 
quand on a 

5o/«rto«. 
On a d'abord par la formule (15) : 

f i^Vdy^y iy,-y Sy,+ f ^dy , 

Vo yo 

donc : 

« y, 

yu ^ r f ^^\dxdy 
a yo 

- f f ""^'y 

a \pmX 

a xlffX a 

a ^oX a 

Mais on a : 
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,V=(-),z + (_)(_)+(_)(_) 

et 

p.diz rf(P-Jz) d? 

1^ d(Q.,z) _ rfQ 
^ Wy ^ dj/ '^ dy ^ * ' 

donc 

En substituant cette valeur dans l'expression ei-dessus, on ob- 
tient : 

*'«= / dx[V /iP.«-.V »0,xl4. 

Mais on a: 

r d(Q'tz) ^ 

J dT^y-^"'' 

donc 
Dans le dernier terme de la formule (ce, , la première inlégraiion 
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devant s'effectuer par rapport à y , Finversion dans Tordre des inté- 
grales est impossfble., et par conséquent ce terme doit être trans- 
formé en employant la formule (B). A cet effet, feson^ dans 
celle-ci 

nous aurons : 

« ^iX 4^x iff.a 

« ^ r*^ iAo« 



Substituons les valeurs (/3 et (7 dans la formule [a^ nous aurons 
la transformée demandée , savoir : 



a 

y y f<rfr)-<^>-(d7)]^'^y'^«- (22) 
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s 7. 

DÉCOMPQSITK>N BES ÉQUATIONS <a) £N PLUSIEURS AUTRES. 

u étant une expression composée d'intégrales définies , quand on 
aura soumis les équations (a) aux transformations du § précédent , 
eltes seront toutes de la forme 

la partie R reste affectée de l'intégrale primitive, et contient seule- 
ment des termes multipliés par les variations primitives iy, iz, etc. 
Comme les parties L et R sont irréductibles , attendu que l'intégra- 
tion indiquée dans la partie R, ne peut pas s'effectuer à cause de 
l'indétermination des quantités ^y, ^z, etc. , qui s'y trouvent , il est 
clair que Téquation ci-dessus se partagera en deux autres, savoir 
en 

L-0 , (23) 

R-0 , (24) 

dont la première se nomme Féquatien aux limites. Ces équations 
se partagent elles-mêmes en plusieurs autres ; ainsi qu'on va le voir« 

(a) 
Décomposition de Véquation R=sO. 

Dans réquation R=0, Tint^rale simple ou multiple affecte tou- 
jours un polynôme de la forme 

P^y+Q*H^tc.=o. 

Donc^ puisqu'à cause de l'indétermination des facteurs ^y^ ^z^ 
etc., les intégrations de chaque terme ne peuvent pas s'effectuer , il 
faut nécessairement que Ton ait séparément 

P-O, 1 

etc. 

Ces équations se nomment les équations principales» 

Avant de nous occuper de la décomposition de l'équation L<«0 , 

donnons des exemples y pour éclaircir ce qui précède ; pour cela y 

examinons les cas d'intégrales simples et doubles. 
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Intégrales simples. 
Premier Exemple. 



Soient «= y VeTx. V ^f(x,u.p,q), p^-£ , q^^Jl ^ 
a 

réquatton 

seFa de la forme : 

CL 

dx a dx tt *y 

a 

On a donc 

a 
R« — fpSydx^O. 
a 

Cette dernière conduit à Téquatron principale 

P=.0. 

Deuxième Exemple. 

Soient «« / Vdfe, V « A^; y> ^> P> 9) > 
a 

dx ' dx * 

X étant Mément constant , Téquation 

^u » y 
conduit à une transformée de la forme : 
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a 

a 
QlJî } rfx «= ; 
en a doic 

L=[A4.B^y + Qz] — [A + B^^ + C*z] =30, 

A' a 

et 

a 
Yl^—J \ P/i/ + QV» } dx - 0. 
a 
Cette dernière donne les équations principales^ 

P-0, Q«0. 

Troisième Exemple.. 



a. 



dy 



Soient u-^J^^^i + p^dx, p= £- ^ on aura la 

a 

transformée : 



a 







a 



Elle conduit Ji 



^='F^'-*--^FTfe?-''""°' 



V 
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Celle-ci donne Téquation principale 

d(- ^ Y 

?-^— = 0- 

dx 
Quatrième Exemple. 



C6 



Soient %^ jV l+p«+g» .rfx , p — — -^ 

a 

?= -^ , on aura la transformée : 

iu = [ p% + g^^ 1 _ r v^y + g^^ n _ 



/ 



rf( ^ P ) d( ^g - >, 

rfx| ^^^ ^ + ^_ii- ..j«o. 



a 

On a donc : 






' ) 






a d« 

d(-7==l=r) 

ox ' 

Celie*ci donne les équations principales 



10 
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Cinquième Exemple. 
L'équation transformée 

dV dV 

»/' a a (ip a a 



a 

dV 

dV ^ dp ^ 






conduit à 



L = V.,-V*+,|:)«-(g).,-0, 

a a dp a « dp a a 



^ dV 

]^j/da?«-0. 






dy d« 

a 

Celle-ci donne Téquation principale 

dV 
d( •—-) 
dV ^ dp ^ 

^dy dx — • ' 

(3) 

Intégrales doubles^ 

Soient 

a fi 
M— y JVdydx , V =./^(x, y, z, p, q) , 
a 6 

dz . dz 

p«»( — )>?■■( T^)j ^^c* , la transformée sera de la forme 

a 
3u^ f dx\ ( A + BJ'2)^ — (A-f BJ^z) j + 
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fdy { (A. + B.*î)^^-(A.-hB.'z)^y ( + 
6 

r fPfzdydx = t). 
a If 

d'où: 

a 

h ^ f dx \ (A + W«)^ — (A-fB*î)^j ( + 
a 

/'rfy|(A.+B.J4) -(A, + B.fc) 1-0, 

b 
et 

« fi 
R- / f Vtzdydx'>=^Q. 
a b 

Celle-ci donne l'équation principale 

P =0. 

Décomposition de f équation L »> 0. 

Donnons cette décomposition pour les cas des intégrales sim- 
ples et doubles. 

0) 

Intégrales simples. 

Il y aura deux cas à considérer selon qu'il existe, ou qu'il n'ex- 
iste pas de relations entre les quantités 

'y, «^z, etc. ^ , etc. , 
rapportées aux limites de l'intégrale. 
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Premier Cas. 

Si dans Texpression 

L-0, 
que nous supposons être de la forme 

L = [A+B*y + C^+etc.l^-[A + Bîff + 

Cjf+elc. ] «0, 
il n*existe aucune relation entre les arbitraires 

on aura séparément 

^« = 0» B^-O» C^=0,e(c. 

Car> h cause de Tindétermination et de Findépendance des 
quantités (a) , le polynôme L ne peut pas devenir nul par une ré- 
duction algébrique entre termes semblables. 

Rem, Qi:and la fonction ne peut pas se déformer aux limites de 
l'intégrale, alors on a évidemment 

Sy -0, %=0, ( p ) -0, etc. 

a a ax a 

car soit y» A, une constante^ on aura évidemment 

d'où; 

^y«=0 , J'^=0, etc. 

et lequaiion aux limites n*aurâ plus lieu , comme s'évanouissant 
d'elle-même. 
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Deuxième Cas. 
S'il existe entre les quantités 

des relations 

^ = , ?, «= , et«. 

il faudra éliminer de L ==0 autant de ces quantités qu'il y a Je re- 
lations données j puis on égalera à zéro séparément les coefficients 
de celles qui resteront indépendantes. 

Eclaircissons tout ceci par un exemple. 

Exemple. 
Soit 

dV dV 

L = V da-Vda+(£-)i!j -( .- ) *y =0; (r) 

«E « dp K XX. dp a 

V Si les limites correspondantes à x==a, ar^a, sont fixes, et 
données , on a 

et Péquation L=0 s'évanouira d'elle-même. 

2^ Si les quantités (/3).sont indépendantes, et si les limites cor- 
respondantes à X » a, xssa, ne sont pas fixes , on aura sépa- 
rément : 

V -0, V =0. (^) =0, ( ^) -.0. 

a a dp a, dp a 

S"* Supposons qu'entre les quantités 



day da, ^y , ^y , 

a a 



on ait les relations 
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on en déduira 

-. dXa r dy . -, 
et réquation (y) deviendra : 

Celle équation ^ à cause de l'indépendance des accroissements ar- 
bitraires dx et da y se partage en deux autres , savoir : 



(2) 
Intégrales doubles. 

S*il nVxiste aucune condition relative aux limites a^ a^ 0, 6 des 
intégrales, Téquation LssQ, ne pourra être satisfaite qu'en po- 
sant égal à zéro séparément les coefficients des quantités 

Jz , ^z , ^z , «te , etc. 
«,îf a,y a?,? «,ft 

S'il existe» au contraire, des relations entre ces quantités » on en 
éliminera de L « autant qu'il y a de ces relations, puis on éga- 
lera à zéro séparément les coefficients de celles de ces quantités qui 
restent indépendantes. 
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Premier Exemple. 
Soit 



a 

^^i^ X;,/9 X,b Xyb 

a 
cl supposons que les variations fc^ ^ , etc. , soient imlépendanles , 
on devra poser séparément 

P =0, P =0, Q «0, Q «=0. 

a>y a,y a?>^ xfi 

Deuxième Exemple. 
Soit 

L =3 f dx[N ^y.—Y ^Z/o+R ^^^ — R '^^ ]«0, 

•^ y» y^ y« y» y* y» 

et supposons que l'on ait ^ en même temps , les relations 

y. dy y. dy y^ 

^ -^(^) ^y^ =( i; ^ ^î''* 

y! »î/ yi »// y! 

on déduira de celles-ci : 

y. dy V % y. 

y. "-^ dy V <*» y. 

ce qui donnera : 
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a 

(V +R [(^) _(^^, ]),i/,|-0. 

^ y» U^ ^y y» ^y y;. ^ ' 

Comme ^j^i et ^y» sont maintenant indépendants y eelte équa- 
tion se partagera en deux autres ^savoir : 

V +R [(|) -(!•) 1 = 0, 

y» yt »y yi «y yi 

V -f-R [(^) -(^) ]»o. 

y. y* »i/ y» oj/ y« 

S 8. 

CONDITIONS DES FaNCTlOiNS MAXIMA ET MINIltA. 

u désignant une intégrale définie simple ou double , nous allons 
chercher les conditions pour que u soit plus grand ou plus petit 
que toutes ses déformées, que nous représenterons collectivement 
par u =b Du. 

Intégrales définies simples. 

Nous aurons deux cas à examiner , selon que les limites de l'in- 
tégrale soat données ou demandées 

Premier Cas. 
Première Règle. 
Pour trouver la fonction y = j>x , propre à rendre ^expression 

a 

u^ f Vdx (1) 

a 

un maximum ou un minimum , a et a étant donnés , il faut ré- 
soudre l'une des équations 

i 

^U=s=iO f ou % ss j- . 
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Démonstration» 

Soit yssfx la fonction cherchée. 

En substituant cette valeur , ainsi qtie celles de ses dérivées , 
dans y , alors u prendra une valeur que je représenterai par ti, , 
et cette fonction sera ^ par hypothèse , plus grande ^ ou plus pe- 
tite y que toutes ses déformées comprises entre les mêmes limites. 

Soit u^=f(a), nous aurons^ pour représenter toutes les défor- 
mées de u^ y les expressions 



du 



du 

Comme les fonctions F(a) et F,(a) sont arbitraires , on pourra 
toujours les concevoir telles que les différences 

Fa — /a, F,a—fa, 

soient aussi petites que Ton voudra, et que par conséquent l'ar- 
bitraire jf soit aussi petit que l'on voudra. Cela posé , si nous ré- 
solvons réquation 

^-,K==0. ou p.^,U=iï, 
dx dx 

on en déduira pour If plusieurs valeurs , telles que «, /3 ,.. . Soit « 
la plus petite de ces valeurs, il est clair que toutes les valeurs de v, 
comprises entre et « , satisferont aux inégalités 

5f>^K, ou ^>.H, 
et par conséquent aux suivantes 

dx dx 

V Soit maintenant u^ un maximum , on aura : 

«y > Wy + DWy ' 

t^y > Wy — "''f ' 
ou 

11 
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dUt 



ttf > ttf + 5J% +v'K, 

«f > «f— l^^-^'^O- 
Si donc on prend pour y une valeur comprise entre et « ^ les 
relations précédentes se réduiront à celles-ci : 

^f > **f + ÏÏT '^ ' 



dx 
du 



or; celles-ci ne pourront subsister à moins que Ton n*ait : 

dut 



ou 



',_,„, -0, 



du^ ^ i 



dx -^---f- 
2° Soit ti^ un minimum , on aura 

«y < Wy + DWy , 

tiy «<^ ti|> — Dtiy ^ 



ou 



rfw^ 



Si l'on prend pour y Tune des valeurs comprises entre el ^, les 
inégalités précédentes se ramèneront à cëlIcs^ci : 



qui ne pourront être satisfaites à moins que Ton n*ait: 
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OU 

diu ^ i 

Donc, pour trouver la fonction y =-9a?, propre à rendre u une 
fonction maximum , ou minimum , il faut résoudre Tune des 
équations 

1 
3m -a , J^ — j- • {a 

Deuxième Bègle. 

u^ , pour y =» ?x déduit de (a , sera un maximum , quand 
on aura 

^\ < , 
et un minimum , quand on aura 

<f\ > 0. 
Démonstration. 

Comme on a J^Wy»0, il vient 

Donc , l"" dans Thypothèse que u^ est un maximum , on doit 
avoir : 

1 d^u 



Or, on démontre ici^ comme précédemment, que Ton pourra 
prendre pour tf une valeur assez petite pour que les formules pré- 
cédentes se réduisent à celles-ci : 






j^ d'u, 
1^2 dx 



^ . \ d'Up 
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il faut donc que -— ^ i^««.«^«ç, soit négatif. 

CvX 

2* Si — ^ >/' ■=- J^"w^ élait positif, on aurait, au contraire 



dx 

^ dUr 



''f<-f + i-2^'''^'^''''^ 



1 d*Ua 



'fO'f+m-^ '•-■''" 



9 



et alors ti^ serait un minimum. 

Deuxième Cas. 
Troisième Mgle. 

Pour trouver la fonction y «= px , et les limites x = a, x •= a 

et 

propres à rendre u=s / Vdx un maximum y ou un 971 inî- 

a 
mum entre les limites , tï faut résoudre l'une des équations 

l 

ilU^Oy ou 9lU «» ~ . 

Démonstration. 

Gomme les limites a;>»a, x^ssa sont inconnues ; il est clair 
qu*il faut faire varier Télément constant x y aussi. 

Donc si u^ doit être un maximum, il faut qu'en posant u^^a , 
l'on ait : 

Wy > «^ + D,M^ , 

Wj, > Wy ~ D.t/^ , . 

mais on a : 

«, + D,tt^ = A(o + da + ./) = «y + j^ ». +»',K , 
o^ — D.Uj « f(a — do— v) — M^ — ^ j^. +vMl . 
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Donc , dans le cas du maximum , on a 

Si, au contraire, w^ est un maximum, on' doit avoir 

Or, on pourra prendre j/.sssv-fda, assez petit pour que ces 
relations se réduisent aux suivantes : 

dUç 

9^9 dx 

dUfo 
pour le maximum , et à 



du 



? 



u '^ u A' — ^ V 
> ^ '^f ^ dx ^ 



t t 



pour le minimum. 
Mais on voit que ces relations ne sont satisftiites qu'en posant 

dUf^ 

dx 
ou 



^f^.«:er,U^»0, 



duç ^ * 

Donc, pour trouver la fonction y=?x, et les limites x «-a , 
x:ssia y propres à rendre 

a 

u^fVdx 
a 
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un maximum , ou un minimum , il faut résoudre Tune des équa- 
lions 

On prouvera , comme dans le cas précédent , que le maximum 
4e la fonction u^ est caractérisé par la relation 

»^\ < , 

et le minimum par la relation 

(2) 
Intégrales définies doubles. 

Nous examinerons successivement les cas où les limites de Tin- 
tégralesont constantes , et variables, 

(«) 

Limites constantes. 

On démontrera , comme dans le cas des intégrales simples ^ les 
règles suivantes : 

Première Règle. 

Pour trouver une fonction z=f(x,y), x, y étant les éléments 
constants , propres à rendre Vintégrale 

a fi 
u ^ f I Vdydx 
a b 

un maximum , ou un minimum entre les limites données 



X 



-i-t'. 



il faut résoudre l'une des équations 



Jw = , J'te = - . 
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Deuxième Règle. 

Pour trouver une fonction z=y(x, y)^ x et y étant les variables 
indépendantes^ et les limites 



'"("' 



» = 



propres à rendre l'intégrale ci-dessus un maxinmm , ou un mini- 
mum y il faut résoudre Cune des éqwttions- 

I 

(6) 
Limites variabks. 
Troisième Règle. 
Pour trouver une fonction z == f(x, y), et les limites variables 

propres à rendre l'intégrale 

»— / / Vdydx, 

a Vo 

un maximum , ou un minimum entre les limites données ; et 
constantes 

il faut résoudre Vune des équations 

J'w«aO, ou ^u= jr-. 

Démonstration. 

Gomme y est une fonction de X; il est clair qu'il faut comparer 
la fonction u^ , à ses déformées composées , qui sont ; 

« _ D'« « « -{[(■^)-h( P ) ^]*-^'H }. 
f f f ^^^ dx dy dx » 
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Donc en prenant h suflisamment petit, on aura», dans le cas du 
maximum 






dy 
et dans le cas du minimum : 

Ces formules exigent que Ton ait : 

Le maximum sera caractérisé par 

et le minimum par 

3'\ > 0. 

Rem. Les mêmes choses étant posées que duns la règle précé- 
dente^ si l'on demandait en outre les valeurs des limites constantes 



X=: X , 



a 
il faudrait résoudre Tune des équations 

l 
iJu « 0, ou «^-'w— Q- r 

§ 9. 

MAXIMA, ET MINIMA RELATIFS. 

Quand une fonction quelconque 
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doit devenir un maximum ou un (ninimum ,.. sous la condition que 
des équations^^ 

L—0, L, = 0, elc; 

soient satisfaites en même temps ,. nous nommerons cette voleur 
extrême un maximum y ou ub minimum relatif». 

Pour ramener les questions de cette espèce aux régies du $; pré- 
cédent^, nous remplacerons le système des équations données par 
l'identité 

dans laquelle A, A| ^ etc. ^ représentent des fonctions indéterminées^ 
regardées comme constantes* Alors la question consistera à cher- 
cher une fonction j telle que ^ =» ? (x, y) ; propre à rendre i^èx* 
pression \a unmaximum^^ ou un minimum. 

Cette fonction , qui satisfera alors en même temps aux équations 
L » 0^ Li = ^ etc. y se trouvera par conséquent ,. en résolvant 
l'équation 

+ ^(A, L)-|- ^(A.L.) + etc. — 0.. (24) 

Cette équation, en la transformant convenablement , fournira 
par sa décomposition plusieurs^ autres équations , qui , jointes aux 
relations données y conduiront aux valeurs de toutes les inconnues 
du problème, ainsi qu'à celles des constantes A, A^ ^ etc.. 

Hem. Ordinairement les fonctions 

/*, L, L, , etc., 

sont des intégrales définies simples, ou multiples* 

Dans le cas d'intégrales simples, elles sont ordinairement de la 
forme 



= Csdx , 



u 
a 

CL 



L« rWdx — Y,, 



a 

12 
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L,= r W.rfx— K. , 



a 
etc., 

où K , Ki y etc. , désignent des constantes données ^ ou incon- 
nues* 

Quand les fonctions f, L, L, y etc. , se présentent sous la fornrre 
d'intégrales définies > le problème dont il s'agit , est nommé plus 
spécialement ^ problème des isopérimètres. 

Le problème des isopérimètres, en tant qu'il se rapporte à des 
intégrales définies simples de la forme indiquée, dépend par consé- 
quent de la résolution de l'équation 

a 
hi^ y rfx[J'V+<î'(A.W)+J^(A.-WO+c(e. 
a 

— ^(A.K)— J^(A,.KO— etc. = 0]. 

Mais A, Al,... K, K, ,... étant constants , on a : 

J»(A.K)«- , J^(A,.K,) =0,eic. , 
et par conséquent ré(|uation ci-dêssus devient simplement 



a 



f rfx[^V +c^(A-W) 4- 



^(?^, • W. ) +elc. ] «. 0. (25) 

Pour spécialiser cette formule générale , posons 
V — w^ (X , y, p), W ='^ (x , y , ;)) , Wx = §, (x, y, ï>) , etc. 

et supposons que x soit réiément constant, on aura : 
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a 

a 



"" dV 



dx 
a 



a 



rfW . , . . , dW 



^.A.w) rfx =^ [ ( ^) «^i/la - ^U ^y ) 'y ]« + 



a 



I ait <iP l 



a 



a 



dWr , , . p , dW, 



/<^(A..W.)dx-X.[('*— ■)'^y]a-^.[( ■^')'^]« + 



a 






a 

elc. , etc. 

Donc réqualion (25) devient : 



tf 



dV. ,, rfw 



c/ l^7;;> dr-+^i^^dï;^ 1^ ^^ 



dy dx ^ ^^ dy 

a 



! 
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dWI do 

A, [( "^ ) ^ ] + etc. } dxiy = 0. f26) 

Quand on ne donne qu'une seule équation; savoir L»0^ il 
faudra faire dans la formute (26) : 

A, « , A, « , etc. , 

et alors on aura simplement 



iu^ r dx (*V + »(A.W) \ 



a 

ce 

y ^^ dy ^ dx ^ 

d\V 

Cette équation se partage en deux autres, qui sont : 

En intégrant la première , on trouvera la fonction y «fx , qui 
doit satisfaire à Téquaiion Ls=0 , en même temps qu^elle rend Tex- 
prcssion 

a 

un maximum ; ou un minimum. 
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L^équatioD (29), jointe à la relation 



L« Twdx— K«0, 



a 



servira, quand K est donné, à déterminer les constantes pro- 
venant de l'intégration^ Findéterminé A; et les autres inconnues 
du problème* 



DEUXIÈME PARTIE. 



APPLICATIONS MI CALCUL DES TARIATIONS. 



Premier Problème. 

Chercher la ligne la plus courte entre deux points donnés dans 
un plan. 

IXms a /x ■= a 

' B < 

les points donnés; en supposant les axes reelangulaires^ la ques- 
tion à résoudre sera celle-ci : 

Trouver une fonction t/ = ?x propre à rendre l'expression 



tt — r dxV^ \ +/i* , 



a 

dy 
dans laquelle on a /?«= —, un minimum, x élant réiément 

constant, et les limites x=:.ay Xa>« étant données. 
Solution. 
Il faut résoudre Téqualion 
a 
cTm = Ç dx^V 1 ^Tp» 
a 
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M* 

/ 



a 
On en lire : 

P 



a 






(I 



y 1 -4- p* 

Les points A el B étant donnés, on a J"^» — , ^y»= 0» donc 
l'équation s'évanouit. 

L'équation (2 donne , par l'intégration : 



d'où : 

K 



y' 1— K' 



1^ 

Pesons, pour abréger, — =C,. et remplaçons p par sa 

valeur -p- , nous aurons Féquation 

qui conduit à la fonction cherchée : 

y^Cx+G. (o) 

Les constantes C, C se déterminent par les équations 



% Nouveaux Eléments 

On a donc y enfin : 

î' = '^ = ; — ; *+ 'z — n • 

a — a et — a 

Rem. Si les points Ay B, ne sont donnés que par leurs abseisse» 
x-a, « — a, alors les variations /y« , ^ya, ne sont plus nulles^ par 
conséquent l'équation (1 se décomposera en 

Ces équations sont satisfaites ^ en posant 

p«0, ou ^-0. 

dx 

Donc la droite est parallèle à l'axe des x , et Ton trouve par sou 
équation 

y = const» 

Deuxième Problême. 

Trouver la plus courte distance entre deux courbes 

6=Ça, /3=:%a (a) 

données dans un plan. 

Les axes étant supposés rectangulaires ^ et x étant pris pour Té- 
lément constant , la question à résoudre sera celle-ci : 

Chercher une fonction y=j>a:, et des valeurs x = a, oc» a , 
propres à rendre l'expression 

a 

w= / dx V \ ^p* 

a 
un minimum. 

Solution. 

Comme les limites a et « sont inconnues , il faut résoudre l'é- 
quation 



du calcul des variations. 97 

a 

= [ yi+P] d^ - [ i^TTp'lda + [r7==rl ^y 



fle or 



a 



Cette équation se partage en deux autres , savoir : 



a 1/ ^ _l_ r»* » « 






et 



L'équalion (2 donne par Tintégration 

y=Cx+C'. (3 

Donc , parmi les droites que représente l'équation (3, il n'y aura 
que celle qui satisfera à Péquation (1 , qui résoudra la question, 11 
faudra donc déterminer les constantes G et C d'après cette condi* 
tion. Pour cela , remarquons d'abord qu'on a les équations : 

ya -■?«■*» t^ « 6, 

dont on tire, par les formules (16), (18) et (19) , 

d?(i , db , 
-^^ da du ' 



dfa d3 



i3 
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Mais à cause de 

on a : 

^ = C î5î^— C- 

da ' da ' 



donc 



ou : 



db , d/3 

J'w + Crfa — -- da , J'y^ + Cda = -- d« . 
^« * do ^ ^* ' da ' 



db dS 



da ' ' ""^ ^ dcc 

En substituant ces valeurs dans l'équation (1 , elle devient : 

d& . db 

[14.C-p]d« — [1+C — ]da«0. 
dtf ud 

Gomme da et dâs sont des accroissements arbitraires, et indépen- 
dants > cette équation se partagera en deux autres , savoir : 

d& db 

En joignant à ces deux équations les suivantes : 

on aura six équations pour déterminer les six inconnues 

a, 6, «, p, C, C^ 

Troisième Probléaœ. 

On demande la ligne la plus courte entre deux points donnés de 
l'espace. 

Supposons les axes rectangulaires, et soit x l'élément constant , 
la question à résoudre sera celle-ci : 
'Trouver deux fonctions 

propres a rendre Texpression 
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(X, 

a 
un minimum , entre les limites données x=a, ««-«. 
Solution. 

Gomme ona»=« —, Cf=»"r-, et que les limites sont données, 

'^ dx dx 

il faudra résoudre Féquation 

a 
a 

r P^y + 9^^ 1 _ r p^y + 9^^ n _ 
' d(-=^=) d( ^ ) 

a 

Celle équation se partage en deux autres , qui sont : 

-piy^qiz P«l/-\-q'z 1 — 0, (1 

' (2 

L'équation (1 s'évanouira ; car les points A et B étant fixes , 
on a : 

^y^«0, J^«-0, ay^=0, ^z^^O. 

En intégrant les équations (2 , on trouve : 




J. o 

■J •» 



= k. — — — è=- — A.: :'-•: 



^ i + P'-i- q* ' ^ i+p*-^q* 



y* * 
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On en lire : 

dy k ^ 

j»= /.= - — C, 

çfe A ^ 

"" d^ 1^ i —k* — h^ "~ 

En intégrant de nouveau , on irouve les équations de la droite : 

y—Cx + C, 

|a*=a [x=:a 

y«- 6 , B |y=»/3 , 

les points donnés, on détern)inera les constantes 











c, C. 


» 


c, 


c\, 


par 


les 


relations 
















b 


« Ca+Ci , 




/8« 


• c«+c, 








c 


= C'a + C. , 




•/ = 


. C'^ + c. , 


et r 


on 


aura : 


















y 


a — 


6 
a 


ac + 


«?> 0^ 

a — a 








z- 


a — 


c 
a 


«4- 


«c — ay 




« — a 



/{em. Si l'on donnait seulement x*=^a, x^a^ c'est-à-dire les 
plans perpendiculairesr à Taxe des x comprenant la plus courte dis- 
tance , alors les variations ^yay Sz^ , iyat Sza ne seraient plus nul- 
les y et comme elles sont indépendantes entre elles ^ l'équation aux 
limites fournirait les suivantes : 

j' :i j ^ — 1 —0, [ ^ ] =0. 
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Ces équations sont satisfaites en posant 

q =0, p«0, 
d'où : 

z r= const. , y s= const. 

La plus courte ligne cherchée est alors une parallèle à Taxe des 
X, comprise entre les plans ac — a, »=«. 

Quatrième Problême. 

On demande la ligne la plus courte entre les deux courbes 
de l'espace 



= èa , (fi^Xcc, 

1) { ^ 2) 

En supposant les axes rectangulaires^ et que x soit rélément 
constant , la question à résoudre sera celle-ci : 
Trouver deux fonctions 

y « f X , Z = ipX p 

et deux valeurs 

X '^a , x ss a y 

propres à rendre Texpression 



M =. r dxV^ 1 + P' + 9* 



a 
un minimum. 
Solution. 



Soit V==r l+p*-4-ç* ; comme les limites r»=»a, x=45 
sont inconnues , il faudra résoudre Téquation 



a 
a 



f \^y +rfV|dx 
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r^V^dx + Yada — Yada 



a 

a 



a a 

^ a 

<^ 

— -^ iTz I « 0, 
dx ' 

Cette équation se partage en celles-ci : 






(2 



En intégrant ces dernières , on obtient, comme dans le problème 
précédent, la droite 

y — Cac+C. , ) 

(3 

Comme on a p— -LebC, ç— ~s=C', l'équation (!, 
qui doit être satisfaite par les valeurs (3 , devient 
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[î +C^ + C» ] dcL—l \ +C*4-C'*] da ^ 

Ciya, + C'&« — Qtfa — C'itea — 0. (4 

Mais les arbitraires 

dût, da , iy^ , ^Za , iVa , ^^a 
ne sont pas indépendantes, à cause des relations 
y^ = ya «Ça« 6 , y.« == ya = %«=-0 , 






(S 



Or , on déduit de eelles-cî , par l'emploi des formules (17), (18) 
et (19), ces autres relations : 

^ ày^ . db ^ ,. . */« . ^^ ^ 
oy^ + -f- do «= -r- da , d't/^ + - — d<« = — dx. 
^» ^ da da ' ^<t "^ ^ ^ f 

, dza , de ^ _ , dza . d/ . 

^ da da « * Ax d« 

On a d'ailleurs , par les équations (3 : 

da * da ' da ^ do? ^ 

doncr 

En substituant ces valeurs dans l'équation (4 , elle devient : 

Comme d;« et da sont deux accroissements arbitraires et indé- 
pendants entre eux , cette dernière équation se décompose en cel- 
les-ci : 
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da da 

, + C^iL + C'^-O. 
' da da 

Si nous joignons h ces deux équations les suivantes 

b ==|o , /3 r= %J5 , 

on pourra déterminer les 10 inconnues 

a, 6, C 

ce, a, y 

CiNQujÉMB Problême. 
Trouver la ligne la pluê courte entre deux surfaces données 

En supposant les axes rectangulaires , et que x soit Félément 
constant , la question à résoudre sera celle-ci : 

Trouver deux fonctions 

et deux valeurs 

ac =s a, x== a 

propres à rendre l'expression 

u^ I dx y l+p'+î' 

a 

un minimum* 

Solution» 
En raisonnant comme dans le problème précédent , on trouve 
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on trouve 

y =sfX = Cac 4- C, , 






. .... . («) 

pour les équations de la ligne cherchée ^ et 

C^y^ - C'fc^ = 0, 

pour réquation aux limites. 

Mais aux points où la droite (& rencontre les deux surfaces don- 
nées ^ on a : 

On a donc , par les formules (17)| (18) et (19) r 

^y^^ ( ^— C)d«««dd— Cd«, 

H^ = ( ^-^CMda^:9« dy~C'd«. 
On a de plus 

En substituant ces valeurs dans Péquation aux limites , elle de- 
vient : 

[C+(^)l*J+[C'+(^)]*-- 

[C + (^)]«»-[C' + (^)]dc-.0. 

14 
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Of; les aceroissetnents arbitraires 

dby de, dfi, dy 
étant indépendants, Téquation précédente se décompose en celles-ci : 

dût dût 

En joignant à ces équations les suivantes : 

a«= t(6,c), a==%(/3,y) 
6« Ca+ Cl, /3 = Ctf -l-C, 
c:;«C'a +C'x, y«C'« + C', , 

On aura le nombre voulu d*équations pour déterminer les dix 
inconnues 

a, 6, c, «, A, y, C, C. , C, C. . 

Sixième Problême. 

Chercher la surface minimum comprise entre deux plans 

Xsss a y X ^^ a 
perpendiculaires à l'axe des x, et deux surfaces données 

c^f{x,y), y = /; (a:,y). 

En supposant les axes rectangulaires , si de plus x et y sont les 
éléments constants « la question h résoudre sera celle-ci : 

Trouver une fonction 

z S52 y ( X, y) 

de deux variables , et deux fonctions 

yo ■» î/'oo? , y, =a v/l,X 

d'une seule variable, propres à rendre l'expression 

* yi 

M «y dx J dyV l+p'-hîV 
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un minimum entre les limitas données 

Solution. 
Soit pour abréger 

dz dz 

dans cette expression on a P'»(;t-);î==(t-)« 

Comme les limites inconnues de Tintégrale double sont varia- 
bles 9 on aura , d'après la relation (33), à résoudre l'équation 

a 

(Q — P ^ Vh^ ^x,i^ix — (Q — P 5J )xAox^x,i>,x 1 + 

f ^'.y K^ ^y-f *•«.» ^-.y ^y - 

a iff^x 



Cette équation se décompose en 



P«.«=0, P«.„=:0, (3) 



a 



a 



et 



(^)+(^)-r(l+g«)-^P?«+'(* +/>*)-<>• 
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En intégrant celle-cî, qui est aux différences partielles du second 
ordre , on trouve la fonction cherchée 

renfermant deux fonctions arbitraires , que je représenterai par 
«I > tûf. Pour les déterminer, ainsi que les fonctions inconnues 

y. = i^ox, y, s ^,x , 

il faut recourir & féquation (y), et la décomposer en plusieurs au- 
tres. A cet effet , observons que la surface minimum cherchée 
jz cas j» (a:, y) , rencontre les surfaces données 

^^fi^fV), y«A(x,y) 
en des points pour lesquels on a : 

^«^♦•x •= * ( ^) '^^^ = fi ^f 9<^ ) f 



^x,^^ * ( *i ^. ar) = /•( X, ^.x ) 
On a donc, par les formules (12'), (13) et (14) , 

dz df 

^" *^X,*oX + ( d^ ^X^^oX^'Po^ - ( ^ )x,M^^*^ > 

^" ^^x,^.x + ( ^ )x,*,x ^^^^ - ( ^ )x,*,x *^*^' 
Soient pour abréger : 

les équations ci-dessus donneront : 



(*) 
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Comme on a de plus 

Téquation (7) deviendra : 



Si 

f 






a 



Comme les fonctions arbitraires ^^x^ S\f^x sont indépendantes, 
cette équation se partagera ea deux autres, savoir : 

Eliminons de celles-ci les deux facteurs 

^ dx^<^>h'^ ' ^ dx '«#*•«* 
A cet effet y on a les équations 

qui donnent , par la differentiation : 

^ dx ^^.t^x '^^ dy ^(c,hx • ^ (to >,*»« ^ dx ^«'^•« "^ 
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dz_ i(^±) .(^\ =.»*5L> 4- 

^ dx ^i^fii * ^ dy ^if.'h* dx •'«,#•3! ^ dx 'ofth» 

^ dy ^i^h* ' dx '^*.* « * 
On tire de cclles-d : 



dx '»»!^»« " ( ^ 






En substituant ces valeurs dans les équations (i' et (2' ^ ceiles-ei 
deviennent : 






OU 



*^ ^ dy '^A^ ^ dy ^x>if^^ * ^ dx ^^,t^ ^ dx ^^^f^ \ 

dy Vm * ^ dy '^«>M ^ dx ^^a?,^©» *^ dx ^<Cfi^ ' 



Comme on a 



, Q 



il est clair que les équations (p), pourront être remplacées par les 
suivantes : 

Ces équations^ jointes aux équations (^) , serviront à déterminer 
les fonctions arbitraires cùt , co^f et par conséquent la surface mi- 
nimum 

sera complètement déterminée. 

En substituant ensuite cette valeur de z dans les équations (s) , 
celles-ci feront connaître les fonctions inconnues 

^oX , \ptX* 
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S£»Ti%ME Problème. 

Chercher la courbe qui, en tournant autour de taxe des x , en- 
gendre une surface de révolution la plus petite possible entre les 
plans X «» a, x = a. 

Solution. 
On a ici Téquation 

i* = y Sa-j/ y^ !+/)• do? =: minimum. 
a 

Comme les limites a ei a sont données, on trouve la eourbe 
cherchée 

y ^w , 
en résolvant Téqttation 

a 

a 
Or, on a : 

On a donc : 



l/j+F ' Vt+ 



p. a 



/ 






d{. ^^ ) 



dx 

Celte équation foarnit par conséquent celles-ci : 
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En effectuant la difiérentiation indiquée , cette dernière devient : 



et se réduit à 

tbe dy , dp 

Cemme on a dy =pdàc, on trouve 

dx rfp- 

Pour inlégrer cette é€[uation>^ muItipIions-Ia par 77 = ?*^ 

Dous auron» 

dy pdp l^ ^pdp 

d'où : 

log y = log »^ 1+p* + log c , 

c 



On tire de celle-ci 



^^.VYEZ, d'où. 



dx dy X y% dy 



ou 



/ 
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[y + ^ y*-c^]dy 



iy + ^ y*-c*)^ y' — c* 



% + 5 ( y* - c) ' 2y dy 



y + ^ y'' — c* 

log c'. (3 



— ==, log ; 



>- 



ou 



c' 



d'où i 






{«) est la fonction cherchée 

y ^9^7 

c'est l'équation d'une chainelle. Comme on a ^^ =. L l'on 

dfac* c' * ' 

^^ ^"^ dâ? ^^ ^ ^"' "^^"^^ ^'^"® '* ^^"^ '^ chainette («) tourne 
sa convexité vers Kaxe des x. 
La relation (a) change l'équation aux limites en 

[c'^9^^c'e ^]*t/a-[c"e^-c»e"]<yy^=0. (/j) 

1» Si la courbe cherchée doit être comprise entre deux points 
donnés 



y "b (y - A 



on aura 

15 
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gf—T' -. 



et réquation aux limites s'évanouira. Les constantes c et (/ se déter- 
minent alors par les équations 



a a 



(0 



2* Si Ton donne seulement le point A ^ on a 

^y =0, 
et 

a a 

</* 6* — c' e"* = , d'où 

a 

c^ = ce ^* 

En substituant cette valeur dans les équations (v) , on trouve les 
deux inconnues c et fi. Comme on a alors /S = c , Ton voit que 
le point B est aussi bas que possible. 

3*" Si A et B ne sont pas donnés , on a : 

a a 

a a 

c/^e'— c*e"'=0. 
De ces équations on déduirait les résultats contradictoires 



c' =^ ce ^ , & ''^ c*e ^. 
Donc le troisième cas ne donne rien. 

Bem. On peut simplifier l'équation (a), en prenant pour axe des 
y la plus grande ordonnée , qui est 

yn- c; 



• • 



car pour y < c le radical K y» — c* est îmagmaire. 
On a alors y^=^c ^ quand x bb ; donc 
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= !og c + c' , ou c' «=« — log c , 



et 



c •"» c '7 


log 


E 


- log '- f . 


En passant aux nombres, il vient : 




c 


y-y y*-c' 

c 


donc 




X 

2/= g- c 1 e + e 


X 


Si Ton change d'axes , on a : 




V 


y 


'}' 



Huitième PnoBLÊME. 

On demande la courbe qu'un point matériel pesant doit suivre 
pour aller dans le temps le plus court, sans vitesse initiale , du 
point donné A, au point B^ aussi donné. 

Solution. 

Ix'^a fx^a 

Soient A Ji/ « 6 , H ]y == fi , 

les coordonnées rectangulaires des points donnés , t, le temps de 
la descente , nous aurons l'équation 

t «a minimum. 

Cherchons l'expression de t. 

Pour cela, on a ; par les principes de la mécanique, 

ds dv d^s vdv /,n 
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Soit maintenant F la force normale qui retient le point sur la 
courbe , soit g la gravité dirigée parallèlement à Taxe des j^, soient 
/GTy tff Vf (es angles que la force F fait avec les axes des x, y, z, on 
aura . par les équations (1) : 

d'x _ d»w „ d'z „ 

3— • — F COS /cr , -^ «s Qf 4- F cos y , T— = F cos «r. 

Multiplions ces équations par dx» dy^ dz et ajoutons, nous 
aurons : 

dxd^x + dy d*y "i- dz d^z » 

• ^ — • = jdy + F I cos /c^dx + cos ydy -{- 

cos ^dz \ . (2) 

Mais, puisque le plan de la force F est un plan normal» on a 
pour son équation 

cos fcdx + cos vdy -|- cos vfdz « ; 

donc réquation ci-dessus se réduit à : 

dx(Px + dyd'^y -f- dzd*z 



di 
Mais on a 



= gdy. (3) 



ds' dx* + dy' -f- d^r» 
^~ 'di'^ dl^ ' 

donc , en différentiant : 

dxd*x + dyd^y 4- dzd^z 

VdV =» ; . 

df" 

L'équation (3) devient donc : 

vdv «= gdy. 
En intégrant, on a : 

t?' = Sflfy + c. 

Comme le point mobile est sans vitesse initiale, on a 

2j6-J-c = 0, c — 2j6; 

donc 

«^' = 29f(y — 6), 

V = K2^(y-6). (*) 
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Mais on a : 

d'où : 

6 

• = rrrrr / ' • =s minimum. 



L r 



Faisons pour abréger 
on aura à résoudre l'équation 

6 

Cette équation se décompose en : 

t — 11. «^^A +{ — ]* ^^„ — [ — la ^^B 



* 



et 



[.-ztL ^-^. =0, (* 



*"" 0, -^ 0. (2 



dy dy 

En intégrant les équations (2 , on trouve 

P . q 



A, Ji- = B, (2' 
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et 

- = ~ , ou Bp — Ag =« , 
q B 

ou 

B ^ —A — =0 : d'où Bx-^ Az - c. 
dy dy 

C'est l'équation d'un plan perpendiculaire au plan des xz ; la 
courbe cherchée se trouve par conséquent dans ce plan. 

Prenons pour le plan de la courbe le plan des xy , on aura : 

^^ , * / dx^ 

9 = ( rfj,) = 0, doncu;=. V \+f ^ V * + rf^a- 



Donc: 



p ^ A}{y-b) 

^ =A, p'=i— 



dx^ (y-'^^^y A«-i.. (4) 



K c(2/-6)— (y — 6/ l^ 



c 



Cette équation appartient à une cycloïde dont la base est horizon- 
tale , et passe par le point de départ A du mobile. 
Le cercle générateur a pour diamètre c« 
Intégrons l'équation (4). 
On a : 

x—k- ^ {y-'b)dy 






à) + {y~ày 

Soit y -— 6 = M , on a : 

yo udu 

^ y eu — w' 

j r* cdu I /^ ( c — 2t« ) dtt 

aV k^ cw — w« 2"<«/ y^ cu — u^ 

=j p dv ï P ^^ 

2 ''c/ V~%~I^^^'ïJ v~t 
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a= t? , eu t** = W» 

c 



Effectuons les intégrations; il vient : 

X — fc == TT c are sin t? • t; — v w 
2 



1 2W ,/ ; 

= — C arc sin i; • r eu — u^ 

2 c 



1 . . 2« . ., , 



•-- c are cos ( 1 ) — ^ eu — u 

2 "^ c ^ 



* ...... c-^Cy-b) 



= - careeos ^ '^— t/^c(y— 6) — (y— t)*. 

Pour ysssb , le second membre de cette équation s'évanouit , 
d'où x = k. k est la valeur a de a; qui répond à y a 6. Soit a la 
valeur de x <(ui répond à j/ = ^ , on a : 

1 c— 2Ci3— 6) .• 

A — a = — c arc cos ^^ -^ — f^ c (/3 — 6) _ ( /3 — 6)» j 

cette équation sert à déterminer la constante c. 



Neuvième Problème. 

Une courbe C tourne autour de Vaxe des x et engendre une sur* 
face S ; en supposant que celle-ci se meuve le long de l'axe des x 
dans un milieu fluide résistant , on demande de chercher la courbe 
C pour que la surface S éprouve la moindre résistance possible. 

Solution. 
La résistance éprouvée par la surface S a pour expression 



a 
on a donc : 



'-f^^-. 



120 Nouveaux Eléments 



De là ^ on déduit l'équation principale : 

p' ^ (i+p^r ^ ^^ 

1 + p* dx 

En effectuant la différentiation indiquée , Téquation précédente 
se réduit à 

^ _ 3rfp ipdp 

y P l+P*' 

dont rintégrale est 

1 

log- « logp' — log(l+p')«4.c. 



ou 



(.)y-A.li±?lI; .,=.[A.Ci±X)l]. 



Mais on a : 



dx '= — 'dy , 



dx=:-d[A.Li:5^], 



donc : 

p p* 

et 

Les relations (1) et (2) conduisent, par l'élimination de p, à Té- 
quaiion cherchée. ; 
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Dixième Problème. 
De toutes les courbes comprises entre les ordonnées 

chercher celle dont le centre de gravité de l'arc est le plus bas , ou le 
plus élevé. 

Solution, 

Soit u la distance du centre de gravité de Tare à Taxe des y , 
prise pour axe des abscisses, on aura 



a a 

X r i A- îi"" • doc I 

maximum 



r xds I X r i + p^*dx 



a a 

u « ■ = » ■= > ou 

s a 



f y~^T 



dx 
a 
donc 



mmmium. 



f xV \ +p»dx 



du ^ o ^ 



ce 



r ]/ i+p'dx 



a 

ce a a a. 

/V T+p*dx . ^CxV 1 J^p^dx --fx ^ \ J^p*dx . àfl^lîr^ydx 
a a a a 






if^i-tp* dx ]' 



a 
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CL ^ 



a 

CL 



+ P 
Posons 



f^rrr^-,.f^^if^^.^\=o. 



a 



a 



a û 

ce qui est permis , puisque les deux inlégrales sont des constantes, 
ainsi que leur rapport. On a donc 

diy 






a 



a 



{ Ax —c)p^ ^ 1 A3: — c)p 

•••• K I -f p» * K 1 + y/ 



a 



De là on conclut : 



.iimlP^O: 



d'où 



v'TTr' ^^ k'(x-c)' — A' 
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a? — c4- ^ {X- cY—k' 
,V = Alog ^ 



Cesl réquation de la chainetfe. 



MÂXIMA ET MINIMA RELATIFS. 



Onzième Problème. 



Chercher la ligne la plus courte entre deux points donnés sur une 
sphère donnée. 

II faut trouver deux fonctions 
propres à rendre Tinlégrale 



u= r dx y" l-^ p*-A q 



a 
un minimum entre les limites (fumées 

en même temps que ces fonctions doivent satisfaire à la relation 

L a= X' +y' + J2» — r» = 0. 

Solution. 
En posant 

a 
u^ r dx |/T + pM^ + AL > 
a 
on trouve : 

f dy y dz ^ ^ dy y dz . ^ , 

^ ds z ds J* ^« ^ ds z ds^^ ^* ^ 



/ 






dx Z dx 

a 
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L'équation aux limites s*évanouit à cause de^y„ = 0, ^ya= 0. 
L*équation principale est 



D'où : 



, dz , dv 



^ as ^ ds 



ou 



ydz — zdy = cds. 
On a de même 

zdx — xdz = c'ds , 

xdy — ydx = c^'ds. 

En multipliant ces équations^ la première par x, la seconde par 
y, la troisième par z y on trouve , en ajoutant : 

ex -|- c'y 4" c"^= j 
plan d'un grand cercle de la sphère. 

c c 

Les constantes —^^ tt ^^ déterminent par les équations 

c c 

*> i3j '-'j a, b, c sont les coordonnées des points donnés. Les 
fonctions inconnues 

y '= fXf z=^'4^x 
sont représentées par les équations simultanées 

ex -[- c'y + c"z == , 
x« + y» -f z* — r" = 0. 

La distance cherchée est Tare de grand cercle passant par les 
points donnés. 
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Douzième Problême. 

Chercher la plus courte des lignes planes de même surface , com^ 
prises entre les points donnés 

iX'=a l X ^ a, 

, B 

Il faul ici chercher une fond ion 

y = tpx 
propre 5 rendre Texpression 

u^^ I dx r l -j^p* 
a 
un mininrîum , et à satisfaire, en même temps à l'équation 



L tai / ydx — Â: = , 



dans laquelle k est une constante donnée. 
On posera par conséquent : 



a 
u = 
a 
d'où : 



/ dx [y^ \ -{-p^ + Ay ] — Afc = minimum ; 






JA ^L^l^ydx^O. 



/ ' dx 

a 



L'équation aux limites s'évanouit, à cause de J*//» = , ^y^ =»0. 
L'équation principale fournit : 
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d(- r-^ > 

I = A. 

dx 
En intégrant, on trouve successivement : 

^ « Ar + c , 

dy Kx ^ c 

dx ■" k' I _ (Ax+c)« ' 

(!/-c.)' + («^+ [)' = ^- / (^ 

Les constantes Ci , c se déterminent , en fonction de A, par les 
équations 

(b-c,y+ (a + ^-)' « -; , 

A A 

Soient 

l'équation (« donnera 

y==(p( oc, A), 

et réquation L = , devient 

/ ? ( X, A ) dar a= *. 
a 
En effectuant Tintégraiion , on trouve une relation de la forme 

|(a, «, A)«Â:, 
de laquelle on déduit A , quand k est donné. 
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Treizième Problême. 

Chercher la ligne plane d'une aire comptante k la plus courte, coin- 
prise entre les courbes 

Les limilcs x '=' a , a; = asoni inconnues ; la question csl donc 
celle-ci : 

Trouver une fonction 

y = fx 
satisfaisant à Téquation 

a 

L =!= / ydx — A: = , 

a 
et lies valeurs x = a, x= aj propres à rendre Tintégrale 



u = /^dx y \J^ p^ 



a 
un minimum. 
Solution. 
Il faudra poser 

a 

u= / dx [ 1^ 1 -[-./>■ + ^2/ ] — ^A « minimum , 

a 
d'où : 

«r,w — » 0. 

En développant cette relation ^ on obtient la même équation 
principale que dans le problème précédent. L'équation aux limites 
sera : 

•- ( KT+T) " ^ ^a dn ^ T^ •'a J 
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da et da élaiU indépendanies, celle équalion fournira les sui- 



vantes : 



En i )ignanl à ces équations celles-ci : 



on pourra déterminer a, 6, «, i3, c, , c en fonction de A. Si de 
plus fc est donné , l'équation L = fera connaître A. 

Quatorzième Problème. 

De toutes les courbes de même longueur, comprises entre les 
points 

(x «= a (x = tf 

A , B 

[y ^ b [y -=- fi 

chercher celle dont Caire est un minimum. 

Solution. 
On a ici : 

a 

L= r dx ^ t+p' - *=»0, 
a 



a, 



u^=^ I y dx. 
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On fera donc 

w 2= f dx\ky + ^ i + p' j _ Ai = maximum. 
a 

On trouve : 



/ 



p 






a 
On en déduit : 



a; + c = 



P = 



a: -f- c dy 



\/ x>— (x + c)' «^J^ ' 



j, = c'— |/ A' — (a; + c)«. 

Pour déterminer c, c', A, on a les équations 

(6_c')' 4-(o4-c)'- A», 
(/3 — c'r + (« + c)\«A', 
a 

k 

a 



== / |/ 1 + p' . dx 



17 
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/ 



Xdx 



y K^ — (x + c'y^ 



a 



a 

dx 



a A 



l-f^±^V 



A I arc sin -j- — — arc sm — - — }• 



Quinzième Problème. 

De toutes le$ courbes de même longueur^ comprises entre les 
points 



A ^ 

y 



a f X = a 

, B j 



chercher celle qui , en tournant autour de Vaxe des x , engendre la 
plus petite , ou la plus grande surface. 

Solution. 
On a ' 



L = y^^ 1 +p»dx — /c = 0, 



a 



M « 2^ r y\^ i-^p^ dx , 



a 
donc 



a 
II 

a 



a 
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àoxïc 

a 

a 
En développant on trouve : 



1 ^f+F - -^L.^-^ - -!^4#^ l«^-«- 



/, ... 

a 



On a donc lëquatîon principale 

En effectuant la différentiation indiquée, on a : 

dx(I + p')"— (Ï+P')prfj/— (l+P')2/<ï/^— (1+P*)'^rfp+ 

2/p*d/> -{- Aj/dp = 0. 
A cause de 

dy = pdx , 

Cette équation se réduit à 



d'où : 



dx = L2Lt^i/iP 



1 +p 

donc 



pdœ^dy^ l^pdp, 
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dy pdp i 'ipdp 

Îf^+"Â "l -j-p' ""à ' 1 + p« ' 



c" 



1+P' 



(/x c 

dx - ''''^^ 



1/ (y + A)>-c" ' 
c'est réquation différentielle de la ehainclle. 



—«<»)►- 
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